


Глава 12. ПАКЕТЫ ПРИМЕНЕНИЙ СИСТЕМЫ MathCAD








В этой главе описаны 10 пакетов применений интегрированных систем MathCAD для автоматизации математических и научно-технических расчетов. Пакеты составлены так, что они пригодны (разумеется, на уровне текстов документов) для любой версии системы MathCAD -- и под Windows, и даже под MS-DOS (версии 2.0--2.50). 





Пакеты применений охватывают решения широкого круга практических задач в области математики, физики и электротехники, радиотехники и электроники (20—39( и являются альтернативой фирменным пакетам применений (14(, стоимость каждого из которых составляет 95 долл. США. Описанные здесь пакеты поставляются на магнитном диске, прилагаемом к книге.





По отношению к системе MathCAD PLUS 6.0 PRO пакеты применений выполняют ту же функцию, что и “шпаргалки” (QuickSheet), но примеры вычислений в них иные. Так что описанные в этой части примеры дополняют те, что предоставлены “шпаргалками”. Все примеры относятся к области численных расчетов.





В педагогической среде нередко звучат нарекания, что в системах MathCAD скрыты методы реализации численных расчетов и потому последние не наглядны. Такие нарекания абсурдны, поскольку именно MathCAD позволяет описать алгоритм любого численного метода на естественном математическом языке, не прибегая к таким (скорее программистским, чем математическим) понятиям, как условные переходы, циклы и т. д. (хотя реализация алгоритмов с ними также возможна с помощью аппарата ранжированных переменных).





При подготовке описанных здесь пакетов большое внимание уделялось реализации численных методов типовыми возможностями системы MathCAD, причем даже тех методов, которые реализованы встроенными функциями систем. Например, приведены примеры численного интегрирования и дифференцирования, вычисления специальных функций по рекуррентным формулам, решения дифференциальных уравнений и т. д. Это, во-первых, демонстрирует возможности системы MathCAD в наглядной реализации таких методов, во-вторых, позволяет решать относящиеся к ним задачи с использованием тех версий системы, у которых соответствующих функций нет, а в-третьих,  дает заметное ускорение вычислений.





Пакеты применений MathCAD 6.0 имеют свою нумерацию от 1 до 10. Каждый документ пакета соответственно имеет двойную нумерацию. Поскольку документы являются примерами (examples) применения MathCAD их обозначения начинаются с буквы e. Например, документ  e2-5 это пятый документ из второго пакета применений. Файлы документов имеют обозначения типа e2-5.mcd. Они размещены на прилагаемой к книге дискете.





Разбор помещенных на дискету пакетов применений позволит читателю существенно углубить свои знания о возможностях систем класса MathCAD и полнее использовать их в своей учебе, на практике и в научном творчестве. Он также позволит заметно уменьшить затраты времени на освоение системы, поскольку избавит вас от необходимости самостоятельного ввода документов. Впрочем, в разумных объемах он отнюдь не бесполезен! Поэтому примеры из предшествующих глав полезно ввести и опробовать самостоятельно.








Пакет 1. ГРАФИЧЕСКИЕ ВОЗМОЖНОСТИ





1.1. Специальные виды графиков





Графические возможности системы MathCAD довольно подробно описаны в главе 6 и в литературе [5--7, 11, 14]. Здесь дается дополнительная информация о графических возможностях системы, полезная для понимания приемов работы с графикой, широко используемых в большинстве описанных далее примеров применения системы MathCAD. 





В документе е1.1 представлены некоторые примеры использования графических средств. Здесь рассматривается представление в виде графиков значений элементов векторов и матриц, а также графическое представление функции одной переменной, ее производной и определенного интеграла. Эти графики строятся в прямоугольной (декартовой) системе координат.





Для представления значений элементов вектора можно использовать график функции одной переменной, тогда как представление значений элементов матрицы требует построения такого числа кривых, которое равно числу строк матрицы. Ввиду простоты этих примеров не имеет смысла их подробно описывать – достаточно просто просмотреть. Для графиков интеграла и производной они задаются в виде функций пользователя.








1.2. Графики трех функций





На рис. 12.1 иллюстрируется построение на одном рисунке графиков трех функций: синусоиды sin(x), функции sin(x)/x и квадратичной параболы x^2. Эти функции заданы в первой (после титульной надписи) строке документа e1-2.





Рис. 12.1. Построение графиков трех функций (документ e1-2)





Возможность построения на одном рисунке графиков сразу нескольких функций очень полезна, особенно если необходимо сравнение этих графиков друг с другом. Нужно стремиться к выравниванию максимальных и минимальных значений функций. Например, с этой целью число x в квадрате в третьей функции делится на 100, поэтому при |x|=10 все три функции имеют одинаковое (равное 1) максимальное значение.





Для уменьшения характерной ступенчатости линий графиков необходимо, чтобы число узловых точек было не менее 100. Это и задает пределы и шаг изменения ранжированной переменной x. В нашем примере ее значение меняется от –10 до 10 с шагом 0.1.





MathCAD PLUS 6.0 предоставляет три возможности выделения линий при


построении графиков нескольких функций: изменение цвета линий, изменение типа линий и пометка узловых точек различными знаками. Различная пометка узловых точек позволяет надежно идентифицировать ту или иную линию графика, тем более, что слева от графика помещены отрезки соответствующих линий с метками. Это особенно важно при распечатке графиков монохромными принтерами, поскольку при этом цветовое выделение отсутствует (хотя цвета выделяются различными градациями серого цвета).





Следует также помнить, что некоторые функции имеют особенности, которые могут исказить вид графика. Например, функция sin(x)/x  при x = 0, где ее значение дает вычисляемую неопределенность 0/0 = 1. В нашем случае построение графика этой функции прошло благополучно, так как ранжированная переменная x не приняла точного значения x = 0 в середине графика. Надо, однако, быть готовыми к тому, что такая функция даст резкий провал при x = 0 (его можно наблюдать, задав целочисленные значения x).








1.3. Построение фигур Лиссажу





Для исследования периодических колебаний в электротехнике и радиотехнике широко используется электронный осциллограф. Он содержит электронно-лучевую трубку, электронный луч которой оставляет светящееся пятно на экране. В осциллографической трубке есть две системы пластин для отклонения луча: по оси X (горизонтальная развертка) и по оси Y (вертикальная развертка). 





Подав на эти пластины синусоидальные напряжения с разными частотами, можно наблюдать так называемые фигуры Лиссажу. Если кратность частот выдерживается строго, фигуры получаются неподвижными, иначе же они вращаются.





Для моделирования неподвижных фигур Лиссажу с помощью системы MathCAD достаточно задать два вектора x и y, значения элементов которых вычисляются как синусоидальная и косинусоидальная функции. Это и показано на рис. 12.2, иллюстрирующем исполнение документа е1-3.





Рис. 12.2. Построение фигур Лиссажу





Параметры n1 и n2 задают кратность указанных составляющих некоторой условно единичной частоте. В итоге получается характерная плавная замкнутая кривая для сигналов с кратностью 4/5. Изменяя n1 и n2, можно получить множество иных фигур этого класса.








1.4. Построение графика функции в полярной системе координат





Построенная на рис. 12.2 фигура фактически является простейшим графиком в полярной системе координат, в которой положение каждой точки на плоскости задается двумя параметрами: длиной радиус-вектора, идущего из точки начала координат к заданной точке, и углом его относительно оси X.





На рис. 12.3 показано построение графика функции в полярной системе координат, заданное в документе е1-4. Длина радиус-вектора задается параметром r, а угол -- w. Эти параметры пересчитываются в координаты x и y Декартовой системы координат по формулам





x = r(w)cos(w)    и    y = r(w)sin(w).





Рис. 12.3. Построение графика функции в полярной системе координат





На рис .12.3 надо отметить два аспекта. Первый -- указание косинусной составляющей прямо по оси X и синусной -- по оси Y. Связано это с тем, что обычный способ задания функции соответствует все же Декартовой системе координат. Второй  -- задание этих составляющих в параметрической форме, причем величина r, в свою очередь, является функцией угла w. Чтобы получить построение графика одного цикла для заданной фигуры, надо задать изменение w от 0 до 2((. Это гарантирует, что построенная фигура будет замкнутой.








1.5. Построение графиков параметрически заданных функций





На рис. 12.4 показаны еще два примера построения графиков параметрически заданных функций. Первая функция имеет три сменных параметра a, b и (. Последний из них определяет размер "завитушек" фигур. Вторая функция имеет только два параметра a и (. Текущий угол обозначен как (.





Рис. 12.4. Графики двух функций, заданных параметрически (документ е1-5)





Этот рисунок иллюстрирует разнообразие типов графиков, описываемых параметрически заданными функциями. Изменяя параметры a, b и (, можно наблюдать множество различных видов графиков. Описание типов таких графиков есть в соответствующей литературе [24].








1.6. Построение графика раскручивающейся спирали





Еще один классический пример построения графика функции, заданной параметрически, показан на рис. 12.5. Здесь строится раскручивающаяся спираль.





Рис. 12.5. График раскручивающейся спирали (документ е1-6)





Амплитуды синусной и косинусной составляющих функции в этом случае определяются экспоненциальными составляющими, причем показатель степени экспоненты -- отрицательное число. Это означает, что в действительности спираль скручивается: построение начинается с верхней точки и заканчивается в центре поля графика.








1.7. Имитация спирали-галактики





Как известно, во Вселенной скопления звезд (галактики) и пылевые облака нередко также образуют спиралевидные фигуры. Рис. 12.6 иллюстрирует простейший прием описания такого скопления. В центре облака точек  происходит их сгущение, после чего наблюдается спиралеобразное  разбегание точек.


 


Рис. 12.6. График раскручивающейся спирали-галактики (документ е1-7)





Здесь также спираль фактически закручивается. В отличие от предыдущего примера, к числовым значениям элементов векторов X и Y присоединяется случайная компонента, создаваемая функцией генерации случайных чисел rnd(r). Кроме того, при задании формата графика указывается построение его не сплошной линией, а точками. Это и создает картину случайного скопления точек-"звезд", переходящего в спираль.





Такая модель спиралеобразной галактики не имеет ничего общего даже с элементарной моделью галактики, учитывающей определенные законы взаимодействия отдельных объектов -- звезд. Тут дана просто математическая абстракция, пригодная для целей иллюстрации. Число точек здесь довольно велико, так что построение занимает много времени (около десяти секунд) даже на ПК класса 386/486.








1.8. Построение многолучевой звезды





Графики в полярной системе координат фактически строятся в Декартовой системе -- путем преобразования полярных координат в Декартовые. Положение точки в полярной системе координат (т. е. длину ее радиус- вектора r и его угол () можно охарактеризовать комплексным числом





        i(( 


z = r ( e            или       z = r ( cos(() + i ( r ( sin(() = x +  i ( y.





Таким образом, переход из полярной системы координат в Декартовую происходит автоматически, если для каждой точки z по горизонтальной оси откладывать ее действительную часть, а по вертикальной оси -- мнимую. На этом основано построение графика многолучевой звезды (см. рис. 12.7).





Рис. 12.7. Построение графика многолучевой звезды (документ е1-8)





Обратите внимание, что для расчета угла ( (он явно не обозначен) используется функция floor. Параметр N задает число лучей звезды. При построении графика смежные узловые точки располагаются далеко одна от другой и соединяются друг с другом отрезками прямых. Их геометрическое месторасположение -- окружность. Нужно задать построение графика таким типом линий, который соединяет узловые точки.








1.9. Конформные преобразования на комплексной плоскости





Многие фигуры могут быть построены на комплексной плоскости указанием их узловых точек с последующим соединением этих точек отрезками прямых. Например, на рис. 12.8 слева подобным образом построена фигура квадрата. Координаты углов квадрата заданы комплексными значениями вектора из четырех чисел z.





Рис. 12.8. Построение квадрата до и после его конформных преобразований на комплексной плоскости (документ е1-9)





Как известно [24], узловые точки таких фигур могут быть подвергнуты так называемым конформным преобразованиям, проводимым на комплексной плоскости. Они ведут к изменению местоположения точек, что, в свою очередь, ведет к изменению вида фигур. Это и иллюстрирует рис. 12.8, на котором в итоге таких преобразований фигура квадрата превращается в фигуру ромба (см. фигуру справа). Описание самих конформных преобразований выходит за рамки данной книги.








1.10. Построение фрактальных кривых





В результате исследования взаимодействующих (например, взаимно притягивающихся по определенным правилам) объектов были разработаны  модели их поведения. Они описывают группировку различных объектов, например снежинок, ледяных узоров на стекле, пылевых облаков, кристаллических образований и т. д. Не вдаваясь в довольно непростые тонкости поведения этих моделей, уже описанные довольно подробно и занимательно в [25], просто приведем пример построения так называемых фрактальных кривых второго порядка, заимствованный из одного демонстрационного примера системы MathCAD (см. рис. 12.9).





Рис. 12.9. Построение фрактальных кривых второго порядка (начало документа е1-10)





Не правда ли, причудливость форм этих объектов способна навести на философские размышления о таинствах окружающего нас мира? Изменяя параметр (, можно получить и другие кривые. Многие из них, возможно, представляют интерес для художников.








1.11. Построение сферы





В этом и в ряде последующих примеров приведены построения графиков 3D-поверхностей для систем MathCAD PLUS 6.0/PLUS 6.0 PRO. Они иллюстрируют типовые возможности трехмерной графики этих систем.





На рис. 12.10 показано построение в трехмерном пространстве сферы. Сфера строится из каркаса, причем число деления ее по вертикали N задается в начале построения. Затем вычисляются массивы опорных точек каркаса, которые представлены матрицами X, Y и Z.





Рис. 12.10. Построение сферы (документ е1-11)





Используя различные форматы 3D-графиков, можно выполнить рисунок сферы в различных стилях, в том числе с цветной или черно-белой окраской. Однако в таком случае каркасное построение с применением алгоритма удаления невидимых линий дает, пожалуй, наиболее наглядное представление о характере этой простой объемной фигуры.








1.12. Построение фигуры вращением линии вокруг оси X





Интересные объемные фигуры можно получить, вращая некоторую кривую вокруг той или иной оси. При этом необходимо обеспечить пересчет координат всех узловых точек фигуры по известным из геометрии формулам. На рис. 12.11 показано построение такой фигуры вращением заданной функцией f(x) линии вокруг оси X.





Рис. 12.11. Построение фигуры вращением линии вокруг оси X (документ е1-12)





В документе на рис. 12.11 приведены все необходимые формулы для пересчета координат узловых точек фигуры при ее вращении. Даны также графики исходной кривой (слева внизу) и фигуры, полученной ее вращением (справа внизу). Фигура напоминает рюмку, лежащую на плоскости. Ее можно оживить раскраской, выбрав нужный формат 3D-графика.








1.13. Построение фигуры вращением линии вокруг оси Y





Так же можно построить фигуру, полученную вращением исходной кривой вокруг оси Y. Это демонстрирует документ e1.13, показанный на рис. 12.12.





Рис. 12.12. Построение фигуры вращением линии вокруг оси Y





Чтобы показать возможности задания различного стиля рисунков, в нашем случае фигура построена с удалением линий каркаса и вводом монохромной функциональной окраски. Нетрудно заметить, что это делает фигуру очень наглядной.








1.14. Построение графика вида 3D Scatter Plot





3D Scatter Plot -- вид трехмерных графиков, особенно удобный для представления пространственного расположения множества мелких объектов, условно называемых точками. На рис. 12.13 показано применение этого графика для построения N=100 точек, лежащих на пространственной спирали, напоминающей растянутую пружину.





Рис. 12.13. Построение графика вида 3D Scatter Plot для точек пространственной спирали





Для каждой точки в этом случае необходимо располагать тремя координатами X, Y и Z. Их совокупность образует три одноименных вектора. Ввиду простоты алгоритма построения в более подробном его описании нет необходимости. Заметим лишь, что число точек N можно менять.








1.15. Построение графика поля градиента функции





Еще один особый вид графиков -- графики полей (например, магнитного, электростатического, гравитационного и т. д.). Новые версии MathCAD обладают возможностью построения таких графиков, что иллюстрирует рис. 12.14.





Рис. 12.14. Построение графика поля градиента функции (документ е1-15)





Алгоритм построения графика поля с вычислением градиента достаточно прост (см. рис. 12.14). График поля строится короткими стрелками, направление которых указывает на рост градиента. Нужно тщательно подбирать масштабы графика, чтобы он был нагляден; если стрелок мало, могут быть пропущены участки быстрого изменения поля, а если их много, то часть стрелок из-за наложения друг на друга смазывается и наглядность графика также нарушается.








1.16. Построение пространственной фигуры -- узлов, образованных толстыми "канатами"





О больших возможностях графики MathCAD PLUS 6.0 PRO свидетельствует пример, приведенный на рис.12.15. Он же иллюстрирует применение типовых матричных функций для описания и пространственного преобразования сложной трехмерной фигуры -- узлов, образованных толстыми “канатами”.





Рис. 12.15. Построение фигуры -- узлов, образованных толстыми "канатами" (начало документа е1-16)





Сама фигура, построенная по алгоритму, представленному на рис. 12.15, дана на рис. 12.16. 





Рис. 12.16. Вид фигуры (конец документа е1-16)





Изменяя параметр K, можно получить множество других объемных фигур. Функциональная окраска (в нашем случае черно-белая с полутонами) придает фигуре весьма реалистичный вид. Этот пример наглядно показывает, что по возможностям графики система MathCAD PLUS 6.0 PRO уже приближается к системе Mathematica 2.2.2, лидеру среди систем символьной математики для персональных компьютеров.








Пакет 2. ПРОСТЕЙШИЕ ФОРМУЛЬНЫЕ ВЫЧИСЛЕНИЯ





2.1. Решения треугольников





Система MathCAD идеально приспособлена для расчетов по математическим формулам. Такие расчеты весьма наглядны и естественны, ими можно пользоваться  практически при любых формулах. Это позволяет создавать комплекты документов для расчетов, не только заменяющие справочные материалы, но и содержащие "живые" примеры этих расчетов. Достаточно вместо содержащихся в примерах исходных данных подставить свои, как будет тут же получен новый результат.





Документ е2-1 иллюстрирует решение довольно распространенной геометрической задачи -- вычисление по заданным параметрам треугольников их недостающих параметров. В документе представлены все пять возможных вариантов решения треугольников.








2.2. Вычисления по формулам двумерной геометрии





Большинство формул двумерной геометрии, описывающих параметры


объектов на плоскости, просты, и вычисления по ним в среде MathCAD элементарны. Тем не менее в пакете 2 представлен документ е2-2, позволяющий провести расчеты по наиболее известным и применяемым формулам двумерной геометрии.





Полезно обратить внимание на рисунки в центре документа, которые иллюстрируют преобразование Декартовых координат точек в полярные. Эти рисунки перенесены в текст документа из электронного справочника системы MathCAD. Ими придется пожертвовать, если документ используется для ранних версий системы, например 2.01, не имеющих электронного справочника и средств импорта графических файлов из других систем.








2.3. Вычисления по формулам трехмерной геометрии





Сказанное о геометрических вычислениях выше справедливо и для


трехмерной геометрии, хотя ее формулы могут быть несколько сложнее, чем формулы двумерной геометрии. В документе е2-3 представлены наиболее распространенные формулы трехмерной геометрии и даны примеры вычислений по ним.





Для сокращения длины документа в него не включены поясняющие рисунки (комментарии к формулам достаточно очевидны). При желании документ можно дополнить рисунками из электронного справочника, в котором есть и дополнительные примеры расчетов.








2.4. Финансово-экономические расчеты со сложными процентами





В наше время перехода к рыночным отношениям финансово-экономические расчеты могут интересовать многих читателей настоящей книги. MathCAD не содержит специальных функций для проведения финансово-экономических расчетов. Однако все они легко выполняются встроенными в систему средствами.





Документ е2-4 иллюстрирует наиболее распространенные расчеты с единичным вкладом, которые основаны на применении сложных процентов, и их не так давно (в период государственной монополии на банковские расчеты и стабильных процентов годовых) можно было использовать для оценки финансовой ситуации с нашими вкладами на сберкнижках.





Сейчас, когда процент годовых постоянно меняется, такие расчеты способны вызвать лишь ностальгию по былым стабильным временам. Будем, однако, надеяться, что они окажутся вновь полезными для нас в недалеком будущем. Разумеется, вы можете подставить в них те параметры, которые соответствуют текущему положению дел в нашей рыночной экономике.








2.5. Финансовые операции с регулярными вкладами





Если ваша заработная плата превышает прожиточный минимум, простой житейский опыт подсказывает, что лучше не копить деньги "в чулке", а периодически (N раз в год) относить их в сбербанк. Тогда по этим деньгам будут быстрее набегать проценты.





Документ е2-5 показывает возможные ситуации при операциях с ежегодными регулярными вкладами. При таких операциях, разумеется, не имеет значения, какие деньги вы вкладываете (рубли, марки или доллары). Главное, чтобы это были какие-то одни денежные единицы.








2.6. Финансовые операции с начальным и регулярными вкладами





Если вы имели возможность внести некоторый начальный вклад и затем намерены регулярно пополнять его ежегодно N раз, расчеты придется вести по несколько иным формулам. Они даны в документе е2-6.





Здесь особый интерес вызывает последний пример -- вычисление процента годовых. В странах со стабильной экономикой можно, вычислив этот процент, выбрать банк, удовлетворяющий требованиям клиента. К сожалению, еще раз надо подчеркнуть, что такие расчеты носят сугубо познавательный характер.








2.7. Операции с комплексными числами





Далее мы неоднократно будем встречаться с комплексными числами вида 





z = Re(z) + Im(z) ( i = a + b ( i,





где i -- мнимая единица (корень квадратный из (1). В документе е2-7 можно найти примеры работы с комплексными числами.





Обратите внимание на то, что все операции (включая вычисления функций) с комплексными числами выполняются, как с обычными. Надо лишь перед началом операций задать значение мнимой единицы i (или j). Результатом операции является также комплексное число, причем функция Re(z) возвращает действительную часть комплексного z, а Im(z) -- мнимую. Соответственно оператор |z| вычисляет модуль, а функция arg(z) -- аргумент (фазу) комплексного числа.





В документе е2-7 приведены два достаточно сложных (для их реализации на обычных языках программирования) примера применения комплексных операций -- решение системы линейных уравнений с комплексными коэффициентами и вычисление комплексного кругового интеграла. Эти примеры говорят о возможности применения вычислений с комплексными числами для решения серьезных математических и прикладных задач.








Пакет 3. РЕАЛИЗАЦИЯ НЕКОТОРЫХ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ





3.1. Быстрые операции с полиномами-векторами





В математических расчетах широко применяются степенные многочлены -- полиномы вида





P(x) = an ( xn + an(1 ( xn(1 + ... + a1 ( x1  +  a0 .





Ценность полиномов заключается в том, что они могут достаточно точно аппроксимировать многие функции (особенно непрерывные) единообразным способом. При этом легко аналитически вычислять производные полиномов и интегралы с ними.        





Коэффициенты полинома удобно задать как элементы вектора a. Тогда их запись (как элементов вектора) совпадает с общепринятой. При этом помимо своих коэффициентов полином характеризуется порядком n. В документе е3-1 представлены задание полинома P(x) и примеры выполнения ряда операций с полиномом: вычисление значений полинома по заданному аргументу x, вычисление производной полинома P'(x) и определенного интеграла с полиномом P(x) в виде подынтегральной функции.





Для вычисления производной и интеграла используются аналитические выражения, что заметно уменьшает время вычислений и позволяет проводить их с предельно малой погрешностью. Все отмеченные вычисления оформлены в виде функций пользователя, это позволяет использовать эти функции в приложениях, связанных с применением полиномов.








3.2. Вычисление ортогональных полиномов





В математических расчетах широко применяются ортогональные полиномы  Чебышева T(n, x) и U(n, x), Лежандра P(n, x), Лагерра L(n, x) и Эрмита H(n, x). Здесь n -- степень полинома, а x -- аргумент. Вид полинома зависит от его типа и степени n. Однако вычислять значения ортогональных  полиномов для каждой конкретной степени в большинстве случаев   нецелесообразно.





Наиболее удобно вычислять полиномы — за исключением T(n, x), имеющих простое аналитическое представление, — параллельно с вычислением их коэффициентов по известным рекуррентным формулам, приведенным в [14]. Это и реализовано в документе е3-2.





Попутным результатом вычислений, представленных в документе е3-2, является


получение векторов значений полиномов для заданного x при степени полинома от 0 до n. Рекуррентные формулы в этом случае не оформлены в виде функций пользователя, поскольку подобную возможность система MathCAD без использования средств программирования не предоставляет.








3.3. Быстрое дифференцирование табличных данных





Система MathCAD содержит оператор для выполнения численного дифференцирования для аналитически заданных функций. Однако часто функция задана рядом табличных значений и нужно найти значение ее производной для любого значения x, обычно лежащего между узловыми точками или совпадающего с абсциссой одного из узлов. Таким образом, необходимо наряду с дифференцированием выполнять функции интерполяции.





Эта задача легко решается при использовании известных формул численного дифференцирования с интерполяцией [26--28]. Они определены в документе, реализующем такие вычисления с применением формул численного дифференцирования по трем, четырем и пяти узловым точкам.





В конце этого документа показано вычисление производной с помощью оператора вычисления производной системы MathCAD. Это позволяет сравнить результаты вычисления производной различными методами. К примеру, вычисление производной по формуле численного дифференцирования по пяти точкам дает шесть верных знаков результата после десятичной точки. Это вполне приемлемо для практических вычислений. Формулы для меньшего числа узлов дают несколько меньшую точность. В целом вычисление производной по указанным формулам выполняется в несколько раз быстрее, чем по встроенному оператору дифференцирования -- за счет отказа от контроля погрешности вычислений и упрощения их алгоритма.








3.4. Быстрое дифференцирование аналитических функций





Оператор численного дифференцирования системы MathCAD выполняет дифференцирование по довольно сложному алгоритму, обеспечивающему вычисления производной с заданной погрешностью TOL. При этом происходит переход от формул для трех узлов к формулам для пяти узлов с изменением шага h для обеспечения заданной погрешности, что, естественно, приводит к большему времени вычислений.





Между тем для практических целей вполне достаточна погрешность вычислений в сотые или тысячные доли процента, что достигается при использовании формул численного дифференцирования для пяти узлов. В документе е3-4 дано задание трех функций пользователя, реализующих вычисления трех первых производных аналитически заданной функции y(x) по формулам численного дифференцирования для пяти узлов.





Можно заметить, что погрешность вычислений возрастает примерно на порядок с увеличением на единицу порядка производной. В документе е3-4 дано также построение графика заданной функции и трех ее производных. Вы можете попытаться построить графики производных с помощью оператора вычисления производной системы MathCAD и убедиться, что в этом случае построение графиков заняло гораздо больше времени при практически идентичных результатах. Таким образом, вычисление производных по фиксированным формулам обеспечивает сокращение времени вычислений. Оно также позволяет оценить приемлемость таких формул для каждого конкретного случая.





3.5. Интегрирование таблично заданных функций





Часто возникает необходимость в вычислении определенного интеграла для таблично заданной функции. Тогда прямое применение встроенного в систему оператора вычисления интеграла оказывается невозможным, так как он предполагает задание подынтегральной функции в аналитическом виде.





Документ е3-5 иллюстрирует четыре способа вычисления определенного интеграла при табличном задании подынтегральной функции. Первые два способа (методом трапеций и Симпсона) используют довольно хорошо известные формулы интегрирования табличных данных. Два других способа ориентированы на использование встроенного оператора вычисления интеграла. При этом таблично заданная функция интерполируется линейной зависимостью или набором сплайновых функций (полиномов третьей степени).





В качестве исходных данных взяты ординаты квадратичной параболы, что позволяет вычислить интеграл без этих ухищрений. Такое вычисление представлено для контроля в конце документа. Нетрудно заметить, что лишь интегрирование методом Симпсона и интегрирование со сплайн-интерполяцией дают полное совпадение с прямым интегрированием (не стоит забывать, что установленный формат цифровых данных выводит результат только с тремя значащими цифрами после десятичной точки).








3.6. Быстрое численное интегрирование аналитически заданной функции





Для ускорения вычислений определенных интегралов с аналитически заданной подынтегральной функцией также можно отказаться от сложного адаптивного алгоритма интегрирования, реализованного имеющимся в MathCAD оператором интегрирования. Вместо него можно воспользоваться одной из многоточечных прямых формул интегрирования, например Ньютона — Котесса, Гаусса или Уэддля.





Документ е3-6 показывает вычисление интеграла с применением двух шеститочечных формул -- Уэддля и Ньютона — Котесса. Обе формулы довольно просты и дают малую погрешность. Отрезок интегрирования [a, b] при их применении делится на равные отрезки с шириной h.





Использованные в этом документе формулы позволяют вычислять значения интеграла с точностью до 5--6 знаков после десятичной точки. При этом скорость вычислений возрастает в несколько раз по сравнению со скоростью вычисления интеграла по встроенному в систему MathCAD алгоритму с аналогичной точностью. Если функция имеет особенности, они не должны попадать на узловые точки. Вообще говоря, лучше применять такой метод интегрирования для достаточно гладких функций без особенностей.








3.7. Анализ сложной функции





Одна из самых распространенных математических задач, встречающихся при использовании математических средств, -- анализ сложных функций. Под анализом сложной функции одной действительной переменной F(x) обычно подразумевается построение ее графика, грубая оценка по нему формы кривой F(x) и особенностей функции, уточнение значений корней и экстремумов функции. Все это иллюстрирует документ е3-7.





Выбранная для анализа функция в заданном отрезке изменения аргумента x [(10, 10] имеет пять корней и четыре экстремума. Построение графика функции позволяет грубо определить координаты точек функции, в которых наблюдаются эти особенности.





С помощью функции root можно последовательно уточнить значение каждого корня, т. е. значения x, при котором F(x) обращается в 0. Для приведенной в документе функции это придется повторить пять раз (по числу корней), каждый раз указывая начальное значение x, близкое к искомому. Для этого и нужна грубая оценка корней по графику.





Далее с помощью функции minerr уточняются координаты точек для главного максимума функции и двух минимумов. В этом случае необходимо также указывать начальное значение x, достаточно близкое к искомому. Кроме того, надо задать примерное равенство F(x) = Fi, где Fi -- заранее недостижимое значение F(x). Оно должно превышать значение функции в точке максимума при поиске максимума и быть меньше значения функции в точке минимума при поиске минимума. 





Для определения того, к какому классу (максимуму или минимуму) относится найденный экстремум, рекомендуется вычислить значение F(x) в трех точках: в точке экстремума и в двух близких точках по обе стороны от значения x в точке экстремума. Если эти значения меньше экстремального, значит, экстремум есть максимум, иначе же он минимум.








3.8. Раскройка ящика из железного листа





Полезность анализа функции можно пояснить примером, представляющим практическую ценность для садовода или строителя собственной баньки. Пусть вы решили скроить ящик для воды или продуктов из железного листа прямоугольной формы с шириной W и длиной L. Ящик создается отгибом краев листа на расстояние X.





Документ е3-8 поясняет решение столь актуальной задачи. На нем представлена формула для объема ящика V(X) и построена кривая функции F(X) = V(X) – V0, где V0 -- заданный объем ящика. Корни этой функции удовлетворяют решению следующей задачи: нахождение значений X для получения ящика заданного объема.





Вид функции F(X) показывает, что теоретически возможны три решения этой задачи. Все они и найдены с помощью функции root с подсказкой начального (уточняемого решением) значения X. Нетрудно понять, что действительно возможны два решения: ящик получается либо плоский с большой площадью дна и малой высотой, либо глубокий с малой площадью дна и большой высотой. Третье решение оказывается физически нереальным,  поскольку ширина отгиба X оказывается большей, чем половина ширины листа.





Если важно сэкономить материал, можно найти иное решение задачи -- определить ширину отгиба для получения ящика с максимальным объемом. Этот вариант решения также представлен в документе е3-8. Тут   используется функция minerr в составе вычислительного блока,  открываемого словом Given. В этом блоке задается система нелинейных уравнений в виде функции V(X), заведомо невыполнимого условия V(X)=100 и выражения XM = minerr(X). Перед началом решения задается начальное значение X=1. Функция minerr(X) ищет значение X, в максимальной степени удовлетворяющее условию получения заведомо недостижимо большого объема V=100.





Самому создателю ящика, разумеется, важно, в каких единицах заданы размеры листа (скажем, в метрах или дюймах). Однако на решение задачи это не влияет. К примеру, если размеры заданы в метрах, объем получится в кубических метрах и т. д.





         


3.9. Поиск глобального максимума методом Монте-Карло





Для многоэкстремальных функций часто требуется сразу вычислить значение глобального максимума или минимума. При этом, как правило, предполагается, что значение x для него неизвестно даже приблизительно, а анализ (или даже построение) графика нежелателен. Документ е3-9 показывает возможное решение такой задачи с применением метода Монте-Карло (случайного поиска).





В начале этого документа задана многоэкстремальная функция. График ее (приведенный исключительно ради наглядности) показывает, что функция действительно имеет ряд экстремумов -- как максимумов, так и минимумов. Глобальный максимум лежит приблизительно в отрезке изменения X от 1 до 2.





Далее в этом документе дана попытка вычисления максимума с помощью функции minerr при начальном значении X = 1. Эта попытка оказалась неудачной: вместо глобального максимума обнаружен локальный максимум, тут не представляющий интереса.





Метод Монте-Карло (заимствованный из правил карточной игры) означает  просто многократное вычисление F(X) для случайных значений X, лежащих в отрезке от 0 до 5. Такие значения создает функция rnd(5) при ее  многократном применении. Полученные значения F(X) каждый раз  сравниваются друг с другом, причем, если новое значение максимально, запоминается значение Xo и сравнение идет со значением F(Xo). После N таких вычислений будет получено значение Xo, достаточно близкое к искомому. Затем уточнение X с помощью функции minerr позволяет найти положение глобального максимума.





Этот метод относится к классу статистических методов, то есть существует конечная вероятность того, что решение будет неточным. Это возможно при малом начальном числе случайных испытаний N, поскольку (в силу случайности значений X) существует вероятность, что ни одно из значений X не попадет в область глобального максимума. Однако вероятность этого быстро уменьшается с ростом N. Здесь ситуация схожа со стрельбой по заданной мишени: известно, что при большом числе выстрелов, даже с учетом случайных отклонений пули или снаряда от точной траектории, мишень рано или поздно будет поражена.





Разумеется, в нашем иллюстрирующем метод Монте-Карло примере можно было бы поступить проще: задать более точно значение X и вычислить максимум с помощью функции minerr. Однако, особенно если рассматривается функция многих переменных, решение методом Монте-Карло может оказаться весьма полезным. Хотя бы потому, что тут не всегда возможно построение графика функции, и еще потому, что в таком случае метод Монте-Карло способен привести к заметному сокращению времени вычислений. 





Этот метод часто используется и для приближенного интегрирования. Например, он может вычислять кратные интегралы с довольно каверзными подынтегральными функциями, при которых встроенный оператор вычисления определенных интегралов оказывается бесполезным.








3.10. Поиск минимума функции Розенброка





С помощью функции minerr возможен поиск экстремума и функций ряда переменных. Примером такой функции является функция Розенброка. Это типичная тестовая функция двух переменных, обычно применяемая для тестирования программ минимизации функций ряда переменных. Функция имеет очевидные значения x = y = 1 в точке минимума. Графическое представление функции напоминает "овраг", что затрудняет поиск минимума рядом простых методов.





На рис. 12.17 показан поиск минимума функции Розенброка с применением функции minerr. Поиск задается вычислительным блоком, открываемым  словом Given. Фактически решается система уравнений. Два уравнения  после слова Given приближенно задают условия минимума, третье  уравнение (с функцией minerr) отыскивает решение, в максимальной степени удовлетворяющее заданным условиям минимума.





Рис. 12.17 Поиск минимума функции Розенброка (документ е3-10)





Следует отметить, что тут заведомо известно, что функция имеет минимум. Если бы этого не было, пришлось бы ввести условия на значения вторых производных функции по каждой переменной.








3.11. Вычисление собственных значений квадратных матриц и принадлежащих им векторов





В ряде областей науки и техники (например, в механике и электротехнике) важно вычисление собственных значений квадратных матриц M и принадлежащих им векторов. В системе MathCAD даже в версии 3.0 для этого служат встроенные функции eigenvals(M) и eigenvec(M, z). Однако при их применении алгоритм вычисления собственных значений и принадлежащих им векторов скрыт от пользователя. Кроме того, эти функции отсутствуют в популярных ранних версиях системы.





По указанным причинам в документе е3-11 представлена реализация таких вычислений без применения функций eigenvals и eigenvec. Помимо вычисления собственных значений и принадлежащих им векторов в документе представлено составление характеристического полинома матрицы и построение его графика.








3.12. Вычисление специальных функций различными методами





Система MathCAD предоставляет удобные средства для вычисления различных специальных математических функций. Несколько позже мы рассмотрим наиболее удобное из этих средств -- вычисление функций по их интегральному представлению. А пока отметим применение других методов, представленное документом е3-12.





В редких случаях специальные функции могут быть представлены через элементарные функции, причем имеющее, как правило, частный характер (функции потому и называются специальными, что в общем случае не имеют представления через элементарные функции). К примеру, интегральная показательная функция En(x) для n = 0 имеет представление через экспоненциальную функцию; оно показано в начале документа е3-12.





Функция En(x) для n = 1 может быть вычислена по ее представлению в виде бесконечного ряда. Однако, если точность вычислений ограничена разумными пределами, ряд можно сделать конечным. В документе е3-12 для вычисления этой функции используется ряд из десяти членов.





По значениям E0(x) и E1(x) можно вычислить En(x) с помощью довольно простых рекуррентных формул. Объединение этих трех методов в документе е3-12 позволяет вычислять ряд интегральных показательных функций от нулевого до заданного порядка n.





Еще один из методов вычисления специальных функций основан на применении той или иной (чаще всего полиномиальной) аппроксимации функции. Нередко такая аппроксимация комбинируется с вычислением какой-либо вспомогательной функции. В конце документа е3-12 представлено вычисление двух важных функций статистики — Z(x) и P(x), характеризующих вероятность при нормальном распределении и значение интеграла вероятности. Функция Z(x) определена аналитически и является вспомогательной для вычисления функции P(x) на базе ее полиномиальной аппроксимации.





Описанные методы вычислений применимы и ко многим другим специальным функциям. Необходимые представления для этих функций можно найти в справочной литературе [1, 27, 28].








3.13. Вычисление специальных функций с помощью интегрирования





Большинство специальных математических функций имеет интегральное представление. Если оно сводится к вычислению определенного интеграла с конечными пределами и подынтегральной функцией без особенностей (т. е. к вычислению несобственного интеграла), идеальным способом вычисления функции является ее задание в виде функции пользователя с интегральным представлением вычисляемой специальной функции.





Рис. 12.18 иллюстрирует такие вычисления на примере довольно распространенных специальных функций: интегральных гамма-синуса и гамма-косинуса, интегралов Френеля, полных эллиптических интегралов, неполной  гамма-функции и дилогарифма. Видна лишь начальная часть документа е3-13, к которому относится  этот рисунок.





Рис. 12.18. Вычисление специальных функций по их интегральному представлению (начало документа е3-13)





Если интегральное представление функции выражается несобственным интегралом (например, с бесконечным верхним или нижним пределом интегрирования), вычисление интеграла заметно усложняется и требует контроля правомерности используемых приближений (например, замены бесконечного предела интегрирования конечным пределом). В таких случаях, как правило, более предпочтительны иные методы вычисления специальных функций, описанные в документе е3-12.








Пакет 4. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ, АППРОКСИМАЦИЯ И СГЛАЖИВАНИЕ ФУНКЦИЙ








4.1. Интерполяция по общей формуле Лагранжа





В этом пакете рассматриваются функции одной переменной вида y(x), как правило, заданные в табличном виде, т. е. рядом значений x и соответствующих им значений y. Именно так обычно задаются данные эксперимента, получаемые на различных физических или электронных измерительных установках. 





Важной задачей математической обработки подобных данных является и их представление в виде некоторой математической зависимости, допускающей проведение над нею обычных математических операций, например вычисление y(x) при x, не совпадающих с исходными (узловыми) точками, интегрирование или дифференцирование функций, проведение их статистической обработки (сглаживания или фильтрации) и т. д.





Одной из самых распространенных задач такого рода является интерполяция таблично заданных функций, т. е. вычисление их значений в промежутках между узловыми точками. В математической литературе общепринято представление многих специальных функций в виде математических таблиц [14], ориентированных на интерполяцию по заданному числу узловых точек (обычно от 2 до 6).





В систему MathCAD встроены функции линейной и сплайн-интерполяции, при которых отдельно на каждом промежутке функция представляется отрезком прямой или кубическим многочленом. Последний вычисляется так, чтобы обеспечить стыковку в узловых точках как значений функции, так и ее первых двух производных (что и дает необходимую гладкость графика функции).





Эти мощные средства интерполяции имеют, однако, существенный недостаток: параметры интерполирующей функции различны на различных участках интерполяции. Другими словами, такая интерполяция не может быть сведена к одной интерполирующей формуле, что затрудняет интерполяцию математических таблиц, за исключением случая линейной интерполяции, дающей довольно низкую точность.





В пакете 4 представлен документ е4-1, задающий обобщенную формулу интерполяции методом Лагранжа. Эта формула синтезирует полином Лагранжа, используя два вектора: с координатами xi и yi узловых точек. Преимущества такого подхода в том, что число узловых точек и их расположение может быть любым (в том числе неравномерным), а для интерполяции используется единая интерполирующая формула f(x), к сожалению, довольно сложная.





При интерполяции полиномом Лагранжа степень полинома n однозначно связана с числом узловых точек. Она на единицу меньше этого числа. Значения ординат интерполирующей функции в узловых точках совпадают с ординатами узловых точек. Поэтому график интерполирующей функции f(x) точно проходит через узловые точки. К сожалению, при высокой степени полинома (более 5--6) погрешность вычислений его значений заметно возрастает, поэтому выбор n выше 6 на практике нецелесообразен. А это означает, что функция y(x) должна быть представлена небольшим числом достаточно точных значений. К недостаткам интерполяции по обобщенной формуле Лагранжа относится и довольно большое время вычислений, поскольку формула интерполяции достаточно сложна.








4.2. Интерполяция табличных данных по формулам Лагранжа





По указанным выше причинам для интерполяции таблиц более удобно использовать интерполяцию по прямым формулам Лагранжа, прямо представленным в виде многочлена с заранее вычисленными (по обобщенной формуле) коэффициентами. Этот вид интерполяции основан на применении полинома Лагранжа, коэффициенты которого выбираются таким образом, чтобы его значения в узловых точках совпадали со значениями y(x). 





Наиболее просто интерполяция осуществляется при равномерном расположении узлов. Тогда один из узлов считается центральным, а приращение x от узла к узлу задается постоянным шагом интерполяции h. Прямые формулы интерполяции задаются как функции ординат исходной зависимости и параметра p = (x – xc)/h, где x -- заданное значение x, для которого вычисляется y(x), а xc -- абсцисса центрального узла.





В документе е4-2 приведена сводка функций пользователя вида fn(p, y), где p -- параметр смещения относительно центрального узла (см. выше), y -- вектор (i + 1) значений интерполируемой функции и i -- порядок интерполирующего полинома Лагранжа (в нашем случае от 1 для линейной интерполяции и до 5 при интерполяции полиномом пятой степени). Формулы интерполяции соответствуют приведенным в [28].





Документ е4-2 является полностью готовым средством для интерполяции математических таблиц по 2--6 узловым точкам. Хотя существуют формулы интерполяции и для большего числа узлов, на практике они почти не применяются, поскольку имеют явно избыточную точность и применимы к таблицам, дающим значения функций с более чем шестью точными знаками.








4.3. Полиномиальная аппроксимация





Полином Лагранжа является достаточно сложной функцией. В ряде случаев для замены функции y(x) более простой зависимостью (т. е. для ее аппроксимации) применяют обычный степенной многочлен (полином). Число узловых  точек  (n + 1)  и в этом случае определяет степень полинома n.





В документе е4-3 дана реализация полиномиальной аппроксимации. В начале этого документа формируется система уравнений по методу выбранных точек и обеспечивается ее решение, дающее вектор коэффициентов аппроксимирующего полинома. В конце документа заданы вычисление полинома P(x) и построение его графика с наложенными на него узловыми точками. Надо заметить, что и в этом случае график аппроксимирующего полинома точно проходит через узловые точки, что не удивительно, ведь для каждой совокупности точек существует единственный степенной многочлен, значения которого в узловых точках совпадают с ними. 





4.4. Чебышевская аппроксимация





При табличном задании функции положение узловых точек определено заранее, и его практически нельзя изменить. Однако часто желательна аппроксимация аналитически заданных функций, призванная заменить эту функцию на более простую, например не содержащую сложных алгебраических или тригонометрических функций. Такая аппроксимация может преследовать и иную цель -- сокращение числа базовых функций для их последующей математической обработки.





Если некоторая функция F(x) задана аналитически, расположение узлов можно выбирать произвольно. Разумеется, возможно применение обычной полиномиальной аппроксимации и для аналитически заданной функции. Для этого достаточно вектор y сформировать, вычисляя значения его элементов по аналитической формуле для y = F(x). Однако Чебышевская аппроксимация обладает повышенной точностью по сравнению со многими другими видами аппроксимации (например, полиномиальной) благодаря оптимальному выбору узлов с учетом кривизны изменения функции на заданном отрезке аппроксимации.





Весьма простая методика Чебышевской аппроксимации получается, если отрезок аппроксимации есть [(1, 1]. Это, однако, не препятствует аппроксимации на произвольном отрезке [a, b], просто тогда в начале аппроксимации надо использовать формулы приведения отрезка аппроксимации к [(1, 1], а затем пересчитывать значения функции в отрезок [a, b]. Чебышевская аппроксимация реализуется документом е4-4.





В этом документе представлены два подхода к Чебышевской аппроксимации. Первый связан с вычислением полинома Чебышева Tn(x), а второй -- с вычислением обычного полинома P(x). Графики этих полиномов с нанесенными на них узловыми точками, которые строит данный документ, показывают, что результаты аппроксимации в обоих случаях идентичны -- графики полиномов точно проходят через узловые точки.








4.5. Экспоненциальная регрессия





Часто требуется отыскать параметры какой-либо нелинейной зависимости f(x) таким образом, чтобы эта зависимость проходила через облако узловых точек с наименьшей среднеквадратичной погрешностью отклонения от них. Тогда говорят о нелинейной регрессии или (что то же самое) об аппроксимации или приближении функции методом наименьших квадратов. В этом случае число узловых точек может быть сколь угодно большим, и в процессе регрессии выполняется статистическая обработка данных.





Примером такого рода регрессии может служить экспоненциальная регрессия. Хотя с равным успехом можно заменой формулы регрессии выполнить ее для любого другого вида регрессии. Документ е4-5 дает представление о двух методах экспоненциальной регрессии, при которой исходная функция экспоненциальная и является функцией аргумента x и двух параметров a и b, т. е. представляется в виде f(x, a, b).





Первый метод заключается в решении системы нелинейных уравнений, в которую входят приближенные равенства f(x0, a, b) = y0 и выражение с функцией minerr(a, b), возвращающей значения a и b, при которых система решается с минимальной среднеквадратичной зависимостью.





Второй метод использует  преобразования, сводящие нелинейную (экспоненциальную) регрессию к линейной. Последняя обеспечивается встроенными в систему MathCAD средствами довольно просто. Затем применяются обратные преобразования, дающие параметры a и b по найденным параметрам линейной регрессии. Мерой точности регрессии является коэффициент корреляции -- чем он ближе к 1, тем меньше погрешность найденных параметров a и b.





Задание функции регрессии в виде f(x, a, b) необходимо для правильного решения системы нелинейных уравнений. В ранних версиях MathCAD 2.0/2.01 допускалось упрощенное задание функции регрессии в виде f(x) с включением в выражение для функции глобальных переменных (параметров) a и b. В последующих версиях алгоритм минимизации решения с помощью функции minerr требует более точного задания функции регрессии в указанном виде. После проведения регрессии функция f(x, a, b) может быть переопределена в более простом виде -- как f(x).





Рассматривая документ е4-5 можно заметить, что два способа регрессии дают заметно отличающиеся значения для параметров a и b функции регрессии a ( exp(b ( x). Тут нет ничего неожиданного, поскольку характер статистической обработки непреобразованных данных при первом методе несколько отличается от него при обработке преобразованных данных во втором методе. Оба варианта регрессии дают (при графическом выводе данных) неуловимые различия, так что трудно отдать предпочтение тому или иному методу.





Документ е4-5 можно использовать и для других двухпараметрических уравнений регрессии, например, a ( ln(b ( x) или a + b/x и т. д. Надо лишь изменить запись функций f(x, a, b), f(x) и f1(x). Таблицы для перехода от нелинейной регрессии к линейной описаны в [1, 2].








4.6. Полиномиальная регрессия





Двухпараметрические функции регрессии, рассмотренные выше, хотя и охватывают большой набор зависимостей f(x, a, b), являются довольно простыми функциями, имеющими частное применение. Гораздо обширнее область применения полиномиальной регрессии, поскольку полином способен описать невообразимо большое число нелинейных зависимостей.





Полиномиальная регрессия отличается от полиномиальной аппроксимации тем, что при ней устраняется прямая зависимость между числом узлов и степенью полинома. Можно задать любую степень полинома n, тогда число узловых точек исходной зависимости должно превышать (n + 1). Если оно равно этому числу, то реализуется обычная полиномиальная аппроксимация. Таким образом, полиномиальная регрессия решает задачу приближения заданного облака точек более общим путем: она позволяет найти коэффициенты степенного многочлена заданной степени n, приближающего облако исходных данных с минимальной среднеквадратичной погрешностью.





Ввиду весьма широкого применения полиномиальной регрессии (заметим, что к ней сводится линейная и параболическая регрессии при n = 1 и 2) документ е4-6 разбит на две части. Видимая (левая) часть расположена вверху, а следом за нею идет невидимая (правая) часть, в которой сосредоточены все математические операции, необходимые для реализации регрессии. Видимая часть документа представлена на рас. 12.19.





Рис. 12.19. Пример полиномиальной регрессии 





В этой части документа сосредоточены задание матрицы с двумя столбцами исходных точек (координаты x и y узловых точек), вывод результатов регрессии и построение графиков функции регрессии и узловых точек. В невидимой части документа сосредоточен математический аппарат реализации полиномиальной реакции.








4.7. Линейная регрессия общего вида





Описанные приемы проведения регрессии можно распространить на более сложные ее виды, когда функция регрессии состоит из совокупности более простых функций. Примером может служить линейная регрессия общего вида. При ней нужно найти значения ряда линейных множителей K1, K2, ..., Kn, при которых облако исходных точек приближается зависимостью 





Y(x) = K1*F1(x) + K2*F2(x) + ... + Kn*Fn(x).





Сами функции F1(x), F2(x), ..., Fn(x) могут быть нелинейными зависимостями, но исходная функция является линейной комбинацией этих функций. Разумеется, такая комбинация позволяет описать гораздо большее число типов зависимостей Y(x), чем просто линейная зависимость.





Документ е4-7 иллюстрирует технику проведения линейной регрессии общего вида. Функция Y(x) здесь является линейной комбинацией трех функций. Реализация линейной регрессии общего вида с помощью функции minerr практически та же, что и в ранее приведенных документах. График в конце документа показывает, что зависимость Y(x) действительно нелинейная и ее кривая проходит вблизи исходных точек, помеченных квадратиками.








4.8. Нелинейная регрессия общего вида





Столь же просто, как и для линейной регрессии общего вида, можно реализовать и нелинейную регрессию общего вида, которая заключается в вычислении ряда параметров k1, k2, ..., kn для функции регрессии вида 





f(x, ki) = f1(x, ki) + f2(x, ki) + ... + fn(x, ki),





где ki означает ряд параметров k1, k2, ..., kn.  Функции, входящие в функцию  регрессии,  в общем случае нелинейны.   Документ е4-8 иллюстрирует проведение нелинейной регрессии. В конце документа задано построение функции регрессии и облака исходных точек. Документ е4-8 легко переделать для проведения нелинейной регрессии общего вида для любой другой функции регрессии.








4.9. Линейное сглаживание по пяти точкам





Еще один полезный вид статистической обработки функции y(x), заданной n точками, заключается в статистической обработке каждой точки с учетом положения нескольких ближайших точек. Например, простейший способ такой обработки заключается в усреднении значений этой точки и нескольких других окружающих ее слева и справа точек. В результате будет получен вектор ys сглаженных значений y(x). Некоторую проблему представляет вычисление сглаженных значений точек, примыкающих к концевым. Однако теоретически получены формулы сглаживания и для этих точек.





Линейное сглаживание по пяти точкам реализует документ, показанный на рис. 12.20. На нем вначале задан вектор параболической зависимости, на которую наложены сильные случайные компоненты, создаваемые генератором случайных чисел. Далее заданы пять формул сглаживания: по две для крайних двух точек слева и справа и одна для других (эта формула просто находит среднее значение для центральной точки и окружающих ее четырех ближайших точек). Фактически кривая сглаживания состоит из ряда отрезков прямых линий, откуда и название -- "линейное сглаживание".





Рис. 4.9. Линейное сглаживание по пяти точкам (документ е4-9)





На приведенном рисунке видно, что сглаженная кривая проходит внутри облака точек и неплохо вписывается в него. При этом число сглаженных точек равно числу исходных точек (в нашем случае их 50). Разумеется, при таком большом числе сглаженных точек эффективность сглаживания оказывается заметно ниже, чем, например, при проведении регрессии с большим числом исходных точек.








4.10. Нелинейное сглаживание по семи точкам





Можно повысить эффективность сглаживания, увеличив число точек, используемых для статистической обработки заданной точки и перейдя к кривой сглаживания в виде отрезка полинома более высокой степени, чем 1. В документе е4-10 представлены формулы нелинейного сглаживания по семи точкам [1, 2, 28]. Этих формул семь: по три для крайних точек и одна для остальных.





Для нелинейных зависимостей, близких к параболическим или содержащих отрезки парабол, нелинейное сглаживание гораздо более эффективно, чем линейное. Тем не менее и здесь гладкость кривой сглаживания невелика.





По поводу целесообразности повторения процедуры сглаживания высказываются различные мнения. Одни считают, что повторное сглаживание делает кривую сглаживания более плавной. Другие не рекомендуют применение повторного сглаживания. В целом сглаживание — эффективный инструмент предварительной обработки исходных данных. Затем можно использовать более тонкие методы обработки данных, например их фильтрацию на основе спектрального анализа и синтеза, полиномиальную регрессию с применением полинома определенного порядка и т. д.








Пакет 5. РЕШЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ И ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ








5.1. Решение дифференциального уравнения первого порядка модифицированным методом Эйлера





Решение дифференциальных уравнений широко применяется в практике научно-технических расчетов. Это связано с тем, что дифференциальные уравнения (и системы из них) описывают поведение различных объектов в динамике, например переходные процессы в электронных схемах или работу часового маятника. Линейные дифференциальные уравнения имеют решения в виде специальных функций, например функций Бесселя. Однако многие физические системы нелинейны и описываются нелинейными дифференциальными уравнениями, не имеющими аналитического решения. В этом случае приходится использовать численные методы решения дифференциальных уравнений.





К сожалению, только в последних расширенных версиях системы MathCAD (PLUS 5.0/6.0) содержатся встроенные средства для численного решения дифференциальных уравнений и их систем. Они были описаны в главе 11. Все остальные версии таких средств не содержат, и для реализации решения этого класса задач приходится использовать известные методы численного решения дифференциальных уравнений и их систем, реализуя их средствами системы MathCAD. 





С точки зрения освоения численных методов решения их реализация в системе MathCAD полезна и наглядна. Более того, она позволяет вмешиваться в алгоритмическую реализацию методов решения, что способствует созданию новых или улучшенных методов решения дифференциальных уравнений, ориентированных на решение интересующих пользователя задач.





Здесь рассматриваются только явные методы решения дифференциальных уравнений. Это означает, что очередную точку решения находят из данных предшествующей точки (или ряда предшествующих точек) путем экстраполяции решения тем или иным методом. Причем начальные значения x и y должны быть заданы как нулевые условия x0 и y0.





Пусть необходимо решить дифференциальное уравнение первого порядка





y' = f(x, y).





Простейшим численным методом решения является простой метод Эйлера, при котором новую точку решения y(x) находят из формулы:





yi = yi-1 + h ( f(xi-1, yi-1),





где h -- шаг приращения переменной x, i -- индекс, имеющий значения от 1 до N (N —   число интервалов решения с шагом h).





К сожалению, этот метод настолько груб (погрешность порядка h), что погрешность решения нередко достигает нескольких процентов. Она такова, что на графиках точного и данного решений наблюдается заметное расхождение. По этой причине реализация простого метода Эйлера не приводится. Пользователь легко может выполнить ее самостоятельно.





Документ е5-1 дает реализацию более совершенного модифицированного метода Эйлера. Этот метод имеет погрешность порядка h2, так что при h = 0.1 она обычно не превышает 1%. Для решения многих практических задач такая погрешность уже вполне приемлема, во всяком случае, на рис. 5.1 точки точного решения для тестового примера укладываются на расчетную кривую почти точно.





Для решения другого (отличного от тестового) дифференциального уравнения достаточно изменить шаг h, число точек решения N, функцию f(x, y) и задать новые начальные значения для x и y. Обратите внимание, что здесь и далее само решение по взаимосвязанным рекуррентным формулам задается в векторном виде (это, вообще говоря, не обязательно). Сравнение результатов вычислений y с данными точного решения yi показывает, что для нашего тестового примера заметные расхождения в третьей цифре результатов после десятичной точки начинаются лишь в конце решения.








5.2. Решение дифференциального уравнения первого порядка методом Рунге — Кутта





Точность решения можно существенно повысить, переходя к методам решения дифференциального уравнения более высокого порядка. Так, широко используемый на практике метод Рунге — Кутта четвертого порядка дает погрешность решения порядка h(4  , что удовлетворяет самым придирчивым требованиям к точности численных методов. Метод Рунге — Кутта неоднократно подробно описывался [6, 8, 14]. Его реализация дана в документе е5-2.





Реализация метода Рунге — Кутта значительно сложнее, чем метода Эйлера (в том числе модифицированного). Чтобы не усложнять запись рекуррентных выражений в векторной форме, коэффициенты k1-k4 формул Рунге — Кутта заданы в виде функций пользователя.





Разумеется, из-за большей сложности реализации скорость вычислений при использовании метода Рунге — Кутта ниже, чем при использовании модифицированного метода Эйлера. В некоторых случаях его реализацию можно заметно упростить по сравнению с общей реализацией, представленной в документе на е5-2.








5.3. Реализация метода Рунге — Кутта со скрытым блоком решения





Метод Рунге — Кутта является хорошо апробированным и надежным


стандартным методом решения дифференциальных уравнений. Поэтому целесообразно такое построение документа, реализующего этот метод, при котором сама реализация метода убрана за пределы видимой части экрана. Это создает впечатление, что решение встроено в систему. На рис. 12.21 показана реализация метода Рунге — Кутта таким способом.





Рис. 12.21. Пример решения дифференциального уравнения методом Рунге — Кутта (первая часть документа е5-3)





Документ на рис. е5-3 состоит из двух частей. Первая часть (рис.12.21) содержит ввод исходных данных и вывод графика решения. Для решения надо задать функцию  f(x, y), начальное startx и конечное endx значения x, число точек решения n и начальное значение inity переменной y. При построении графика функции указываются нижний (L) и верхний (U) пределы изменения искомой зависимости y(x).





Вторая часть документа (см. рис. 12.22) в действительности располагается справа от первой части и размещается в обычно невидимой части документа. Поэтому пользователь избавлен от созерцания тривиальных или просто не интересующих его математических формул и может сосредоточить внимание лишь на вводе исходных данных и функции f(x, y) и выводе результатов.





Рис. 12.22. Математическая реализация метода Рунге — Кутта





Рассматривая рис. 12.22 нетрудно сделать вывод о наглядности реализации метода Рунге — Кутта. По существу, приведенные уравнения повторяют известные формулы этого метода, часто встречающиеся в учебной литературе по численным методам решения дифференциальных уравнений.








5.4. Решение дифференциального уравнения второго порядка вида y'' = F(x, y, z)





Дифференциальные уравнения второго порядка имеют исключительно важное самостоятельное значение, поскольку описывают поведение многих колебательных систем, от механического маятника до электрического колебательного контура и квантово-механического резонатора. Эти уравнения могут иметь различный вид. Здесь рассматривается решение дифференциального уравнения y'' = F(x, y, z), где z = y'.





В документе е5-4 реализовано решение методом Рунге — Кутта. Система рекуррентных уравнений в векторной форме содержит уже три уравнения -- на одно больше, поскольку возрос порядок решаемого уравнения. Используются формулы решения, описанные в [28].








5.5. Решение дифференциального уравнения второго порядка вида


y''(t) + Ay'(t) + By(t) = C(t)





Поведение многих колебательных систем во времени описывается решением дифференциального уравнения следующего вида:





y''(t) + Ay'(t) + By(t) = C(t),





где t -- время, A и B -- константы и C(t) -- некоторая временная функция.





Документ е5-5 дает решение этого уравнения со скрытым в правой части документа (нижней на рисунке) вычислительным блоком, реализующим метод Рунге — Кутта. Преимущества такого представления документа обсуждались выше. Тестовый пример, приведенный в этом документе, дает представление о реакции типичной колебательной системы второго порядка на воздействие C(t) в виде скачка. Это решение описывает затухающие почти синусоидальные колебания.








5.6. Решение системы из двух дифференциальных уравнений модифицированным методом Эйлера





Поведение динамических систем второго порядка описывается либо дифференциальными уравнениями второго порядка, либо системой из двух дифференциальных уравнений первого порядка. В ряде случаев решение системы из двух дифференциальных уравнений первого порядка представляет самостоятельный интерес.





При отсутствии серьезных требований к погрешности вычислений вполне возможно применение для решения простого метода Эйлера. В последующем будет приведено немало примеров его применения для решения физических и электротехнических задач. Тем не менее из-за большой погрешности решения общая реализация этого метода (весьма простая) не приводится. Если к погрешности решения предъявляются умеренные требования, вполне подходящим является решение модифицированным методом Эйлера. Его реализация иллюстрируется документом е5-6. Решается следующая система дифференциальных уравнений:





y' = f1(x, y, z),    z' = f2(x, y, z).





Обратите внимание, что для упрощения записи формул функции f1 и f2 заменены на F1 = f1 ( d и F2 = f2 ( d, где d = h/2. При смене функций f1 и f2 их следует заменять в составе функций F1 и F2, не забывая о необходимости умножения на d. 





5.7. Решение системы дифференциальных уравнений методом Рунге — Кутта





Более точное решение системы из двух дифференциальных уравнений дает метод Рунге — Кутта. Далее рассматривается решение следующей системы:





x' = F(t, x, y),   y' = G(t, x, y).





Здесь несколько изменены обозначения переменных -- они более удобны для анализа поведения динамических систем во времени t.





Поскольку такая система весьма распространена, реализация решения в документе е5-7 разбита на две части. В видимой (левой) части заданы лишь операции ввода исходных данных и вывода решения системы в виде функций x(t) и y(t). В невидимой (правой) части сосредоточена математическая реализация решения.





Графический вывод результатов решения дает весьма наглядную информацию о характере решения. Так, решение системы, представленной в данном документе, описывает периодические несинусоидальные колебания.








5.8. Решение интегрального уравнения Вольтерра первого рода





Помимо дифференциальных уравнений решения многих динамических систем описываются интегральными уравнениями. Среди них самые распространенные -- интегральные уравнения Вольтерра первого и второго рода. Документ е5-8 реализует численный метод решения интегрального уравнения Вольтерра первого рода.





Вид интегрального уравнения Вольтерра первого рода представлен в начале документа. Различные решения уравнения получаются при выборе различных функций k(x, s) и f(x). Тестовый пример имеет аналитическое решение, что позволяет на графике (в конце документа) сравнить результаты точного решения и приближенного. В пределах точности построения графиков результаты оказываются идентичными. 





5.9. Решение интегрального уравнения Вольтерра второго рода





В документе е5-9 представлен вид интегрального уравнения Вольтерра второго рода (в начале документа), его решение численным методом и результаты решения в сравнении с аналитическим решением, полученным для тестового примера.





Решение интегральных уравнений -- довольно сложная задача. Для получения высокой точности может потребоваться большое число точек решения N. Так, на примере более сложного  решения интегрального уравнения Вольтерра второго рода в его конце уже заметно расхождение точного и численного решений (см. график в конце документа). При больших N время вычисления может быть довольно продолжительным, особенно при вычислениях на ПК с невысокой тактовой частотой микропроцессора и без математического сопроцессора.








Пакет 6. СПЕКТРАЛЬНЫЕ СИНТЕЗ, АНАЛИЗ И ФИЛЬТРАЦИЯ








6.1. Гармонический синтез меандра





Одним из фундаментальных положений математики, ранее казавшимся абстрактным, а затем нашедшим широчайшее практическое применение, является возможность описания любой периодической функции, имеющей конечное число разрывов и непрерывность производных между ними, с помощью тригонометрического ряда Фурье [29, 30]:





            N


Y(t) = ( ak ( sin(2(kf1t) + bk ( cos(2(kf1t),        


        k=1





где k -- порядковый номер гармоники, f1 -- частота колебания. Этот ряд содержит бесконечное число косинусных и синусных составляющих -- гармоник, причем амплитуды этих составляющих ak и bk являются коэффициентами Фурье, определяемыми интегральными выражениями, которые будут приведены несколько позднее.





Приведенный ряд содержит бесконечное число членов и при таком представлении оказывается бесполезным, поскольку время вычисления в этом случае также равно бесконечности. К счастью, амплитуды гармоник для реальных зависимостей y(t) довольно быстро уменьшаются по мере роста номера гармоники k. Поэтому на практике имеют дело с ограниченными по числу гармоник рядами Фурье.





Помимо упомянутой формы ряд Фурье можно представить в виде:





            N


y(t) = ( Mk ( cos(2(kf1t + (k),


        k=1





где амплитуда гармоник Mk и их фаза (k определяются выражениями:





Mk =� EMBED Equation.2  ���





и





(k = –arctan(bk/ak).


      


Преимущество ряда в этой форме в том, что для вычисления каждого члена ряда нужно лишь один раз обращаться к довольно медленному вычислению тригонометрической функции. В дальнейшем будут приведены формулы, позволяющие вычислять коэффициенты Фурье (либо амплитуды и фазы гармоник) для любой функции y(t). Это является задачей спектрального анализа. Здесь же мы рассмотрим обратную задачу -- синтеза зависимости y(t) путем вычисления ряда Фурье с ограниченным числом членов.





Теория спектрального анализа и синтеза хорошо развита, и для многих зависимостей y(t) заведомо известны значения коэффициентов Фурье или законы изменения (с частотой или номером гармоники) амплитуд и фаз гармоник. Это позволяет синтезировать наиболее распространенные зависимости y(t).





Документ е6-1 реализует синтез периодических прямоугольных импульсов со скважностью равной 2 (меандра). Ряд Фурье для таких импульсов содержит только синусные члены, причем только с нечетными k. Это упрощает синтез, который в документе е6-1 реализован для 3, 7 и 15 гармоник.





Меандр -- не самая удачная для синтеза зависимость, поскольку он содержит резкие скачки. Для не очень сведущего в математике пользователя удивительно, что такого рода зависимость вообще синтезируется из синусоид, которые таких скачков не содержат и представляют собою гладкие функции. Естественно, что для получения скачков нужно брать очень большое число гармоник. Тем не менее уже при 15 гармониках синтезированный сигнал напоминает меандр и отличается от него конечным временем перепада и характерной волнистостью. Она усиливается после быстрых перепадов и является проявлением так называемого эффекта Гиббса [30].





Эффект Гиббса, к сожалению, невозможно устранить (и даже ослабить) лишь увеличением числа гармоник при синтезе. В этом случае просто возрастает частота волнообразных колебаний, но их относительная амплитуда меняется незначительно -- она доходит до 18% от амплитуды синтезируемых колебаний.





Проявление эффекта Гиббса -- явление крайне нежелательное. Он фактически вводит в синтезируемые колебания новые компоненты, на деле в нем отсутствующие. Это может замаскировать или сильно исказить компоненты колебания, которые интересуют исследователя. Поэтому обычно стремятся ослабить эффект Гиббса, даже за счет уменьшения точности синтеза. В дальнейшем будут обстоятельно рассмотрены приемы ослабления этого эффекта.








6.2. Гармонический синтез треугольных колебаний





Другой распространенный вид колебаний (сигналов) -- треугольные или пилообразные сигналы. Документ е6-2 иллюстрирует гармонический синтез такого сигнала по 3, 5 и 9 гармоникам. Рассматривая этот документ нетрудно заметить, что для синтеза такого сигнала достаточно меньшего числа гармоник, чем для меандра. И тут отчетливо проявляется эффект Гиббса.





В литературе можно найти множество примеров разложения в ряд Фурье самых разнообразных зависимостей y(t). Используя приведенные для них значения коэффициентов Фурье, можно синтезировать самые разнообразные зависимости (сигналы).





Может возникнуть вполне закономерный вопрос: зачем столь сложным способом синтезировать такие простые зависимости, если они легко описываются целиком или по частям с помощью простых аналитических выражений? Действительно, если нужно просто смоделировать сигнал как временную функцию, нет необходимости синтезировать его по множеству гармоник.





Однако существует большое количество теоретических методов анализа сигналов и практических устройств, основанных именно на спектральном подходе. Примером могут служить частотные фильтры и даже целые радиотехнические системы. При их анализе сигнал y(t) часто приходится разлагать в ряд Фурье для проведения в дальнейшем операций с гармониками. Имея сигнал y(t) уже в виде гармоник, можно заметно сократить время обработки сигнала и вообще убрать этап задания функции в виде временной зависимости.








6.3. Спектральный анализ методом Берга





Для некоторых простых зависимостей y(t) амплитуды гармоник могут выражаться аналитически. Примером служат отрезки синусоиды, получаемые выделением только верхней ее части. На практике такие колебания широко используются в радиотехнике, где обрезание нижней части синусоиды обусловлено работой электронных приборов (например, ламп или транзисторов) в нелинейном режиме.





Доля периода синусоиды, используемой для анализа гармоник, оценивается углом отсечки (  (далее он измеряется в радианах). Он, к примеру, равен (, если обрезается нижняя половина синусоиды. Удобно вычислять относительную амплитуду k-й гармоники (по отношению к усеченной амплитуде синусоидального импульса). Этот параметр для разных k впервые был вычислен Бергом.





В документе е6-3 представлены формулы для коэффициентов Берга (0 (относительная постоянная составляющая сигнала),  (1 (относительная амплитуда первой гармоники) и (n (относительная амплитуда n-й гармоники). Коэффициенты Берга являются функциями угла отсечки.





График в нижней части этого документа дает наглядное представление об изменении первых четырех коэффициентов Берга с изменением угла отсечки. Нетрудно заметить существование максимумов у этих зависимостей. Например, максимальная амплитуда первой гармоники будет при угле отсечки 120 градусов, второй гармоники -- 60 градусов и т. д. Знать эти углы полезно при проектировании умножителей частоты (например, удвоителей или утроителей), работа которых основана на фильтрации одной из высших гармоник.








6.4. Спектральный анализ методом пяти ординат





Два-три десятка лет назад проводить спектральный анализ вручную было весьма сложно, а доступ к ЭВМ имел далеко не каждый ученый или инженер. Поэтому были разработаны достаточно простые и эффективные методы спектрального анализа для различных частных ситуаций. К счастью, они не потеряли значения и сейчас. Более того, возможности таких математических систем, как MathCAD, позволяют вдохнуть в эти методы новую жизнь.





Наглядным примером тому служит спектральный анализ методом пяти ординат. Этот метод широко применяется по сей день для анализа устройств с малой нелинейностью передаточной характеристики, т. е. зависимости амплитуды выходного сигнала от входного. К таким устройствам относятся электронные усилители.





Вкратце суть метода такова. Если некое устройство (система) имеет передаточную характеристику y(x) с малой нелинейностью, то эту характеристику можно описать полиномом четвертой степени. Если входной сигнал 





x(t) = X0 + Xmax ( sin(2(ft)





представляет собой гармоническое колебание, наложенное на пьедестал X0 и имеющее амплитуду Xmax и частоту f, можно получить аналитические формулы для постоянной составляющей реакции устройства и амплитуд первых четырех гармоник, выраженные через пять ординат передаточной характеристики с равномерным расположением на отрезке [X0 ( Xmax, X0 + Xmax]. Методы построения передаточной характеристики усилителей будут описаны в дальнейшем. Затем можно рассчитать так называемый коэффициент гармоник или коэффициент нелинейных искажений.





Эти расчеты требуют тщательности, и их трудно провести для многих значений Xmax, например, с целью построения зависимости коэффициента гармоник Kg от Xmax. Система MathCAD существенно упрощает такие расчеты. Их реализация представлена в документе е6-4.





Рис. 6.4. Реализация метода пяти ординат





В начале документа заданы векторы X (входной сигнал) и Y (выходной сигнал). Обозначения их даны в обобщенном виде, т. к. это могут быть напряжения или токи, силы (в усилителе механических усилий)  т. д. Принципиально важной является сплайн-аппроксимация передаточной характеристики, что позволяет задавать ее не пятью точками, а любым числом точек и не перестраивать каждый раз при смене Xmax. Предусмотрено построение графика передаточной характеристики.





Далее для 10 значений амплитуд входного сигнала вычисляются методом пяти ординат постоянные составляющие, амплитуды первых четырех гармоник и коэффициент нелинейных искажений. В итоге получается табличная и графическая зависимости коэффициента гармоник от амплитуды входного гармонического сигнала в отрезке ее значений от [0, Xmax]. Такая зависимость гораздо более информативна, чем разовый расчет коэффициента нелинейных искажений, которым нередко ограничиваются из-за сложности расчета.








6.5. Спектральный анализ методом 12 ординат





Если система сильно нелинейна, ее выходной сигнал при гармоническом сигнале на входе будет резко несинусоидальным. Тогда вычисления амплитуд четырех гармоник может оказаться неприемлемым, да и исходное представление выходного сигнала по пяти его значениям явно недостаточно. Для систем с такой нелинейностью используется также хорошо известный метод 12 ординат (см., например, [1, 2]).





Этот метод фактически является реализацией классического спектрального анализа (рассматриваемого чуть ниже), доведенного до простых и удобных даже для ручных вычислений формул. Реализация метода, полностью адекватная описанной в [2], представлена в документе е6-5. 





При проведении анализа этим методом периодическая функция с периодом T = 1/f = 1 (т. е. безразмерным) задается своими 12 ординатами. Их расположение равномерно. Таким образом, функция просто задается вектором Y, имеющим 12 заданных элементов и один (начальный) нулевой. В результате анализа вычисляются коэффициенты Фурье от a1 до a5 и от b0 до b6.





Такое количество вычисленных коэффициентов Фурье достаточно для гармонического синтеза не очень сложных зависимостей y(t). Полученная в результате синтеза зависимость должна практически точно пройти через заданные узловые точки, что и подтверждается графиком в конце документа е6-5. Это является лучшей проверкой правильности всего комплекса вычислений, от спектрального анализа функции по ее 12 ординатам до синтеза по гармоническим составляющим.








6.6. Спектральный анализ прямоугольного импульса с применением БПФ





Встроенные в систему MathCAD средства быстрого преобразования Фурье (БПФ) существенно упрощают процедуру приближенного спектрального анализа. БПФ -- быстрый алгоритм переноса сведений о функции, заданной 2n отсчетами во временной области, в частотную область. Если речь идет о спектральном анализе функции y(t), ее нужно задавать действительными отсчетами и использовать функцию fft(V), где V -- вектор, элементы которого хранят отсчеты функции y(t). Результатом будет также вектор A с комплексными элементами — отсчетами в частотной области (их вдвое меньше, чем отсчетов во временной области). Фактически действительная и мнимая части этого вектора есть коэффициенты Фурье ak и bk, что существенно упрощает их получение.





Документ е6-6 поясняет проведение спектрального анализа с применением функции fft прямого БПФ. В начале документа (левый верхний угол) задан вектор с восемью единичными отсчетами и с остальными (всего их 32) нулевыми. Затем вычислен вектор A — результат БПФ. В заключение вычислены амплитуды гармоник и их фазы для представления импульса рядом Фурье. Завершает документ построение графиков амплитуд (модулей) и фаз первых десяти гармоник.








6.7. Спектральный анализ пилообразного импульса с применением БПФ





Чтобы лучше понять закономерности спектрального анализа, целесообразно провести его и для импульсов другой формы, например пилообразного импульса. Это иллюстрирует документ е6-7. 





Казалось бы, наличие встроенных средств широко рекламируемого БПФ должно означать ориентацию спектрального анализа на их применение. Но это не так. БПФ имеет ряд серьезных недостатков: неясный для пользователя алгоритм, отсутствие средств подавления эффекта Гиббса и строгая привязка числа отсчетов y(t) к величине 2n  (т. е. 2, 4, 8, 16, 32 и т. д.). БПФ дает хорошие результаты, когда взаимное преобразование (прямое и обратное) происходит без ограничения употребляемого при нем количества гармоник. Эти недостатки могут оказаться весьма существенными при проведении спектрального анализа и синтеза, когда наглядность их реализации принципиально важна.








6.8. Классические спектральный анализ и синтез





Рассмотрев некоторые частные аспекты спектральных анализа и синтеза, мы вплотную подошли к их классической реализации и методам ее улучшения. Прежде всего отметим, что MathCAD содержит средства, позволяющие провести спектральный анализ по классическому алгоритму, описанному в любом учебнике математики или в книгах по спектральному анализу.





В документе е6-8 дана реализация классического спектрального анализа довольно сложной функции с последующим ее синтезом. Функция задана вектором Yi с произвольным числом отсчетов (что само по себе важное преимущество перед БПФ). Для применения классических интегральных выражений для коэффициентов Фурье нужно располагать не дискретными отсчетами функции y(t), а ее аналитическим выражением. В нашем случае такое представление достигается применением линейной интерполяции функции между ее заданными вектором Yi узлами.





Слово "классические" тут означает, что коэффициенты Фурье вычисляются прямым интегрированием тем методом, который используется в MathCAD. Сравнение исходной зависимости y(t) с синтезируемой при числе гармоник 10 не дает повода к чрезмерному оптимизму. Синтезированная зависимость заметно отличается от исходной и имеет сильные колебания. Если уменьшить или увеличить число гармоник при синтезе, результат будет еще хуже.





Причин здесь несколько. Интегралы для коэффициентов Фурье вычисляются приближенно. Подынтегральные функции имеют быстро осциллирующие синусные и косинусные множители, что затрудняет интегрирование с малой заданной погрешностью. В итоге интегрирование идет довольно медленно, а точность вычислений оставляет желать лучшего. Эффект Гиббса не подавляется, поскольку его проявление связано с ограничением числа гармоник, которое имеет место при практической реализации данного алгоритма. Результаты анализа в значительной мере зависят от конкретной реализации интегрирования (к примеру, они различны у различных версий системы MathCAD). Время интегрирования довольно значительное.








6.9. Стандартные спектральный анализ и синтез





Итак, нас постигло некоторое разочарование при реализации классического спектрального анализа. Поэтому вернемся к численным методам спектрального анализа и рассмотрим так называемый стандартный спектральный анализ [2]. В его основе лежит вычисление интегралов, определяющих коэффициенты Фурье, простейшим численным методом прямоугольников.





Может показаться, что это большой шаг назад. И уж тем более трудно поверить, что такой метод является единственным научно обоснованным методом вычисления этих коэффициентов [29, 30]. Тем не менее это так. И понятно, почему. Если функция y(t) задана рядом дискретных отсчетов (вектор Yi), мы не имеем никакого права предполагать, что какая-либо интерполяция значений y(t) между узлами имеет преимущество перед постоянством y(t). Строгий теоретический анализ показывает, что синтез y(t) по максимальному для данного числа отсчетов количеству гармоник при интегрировании методом прямоугольников дает наименьшую среднеквадратичную погрешность.





Документ е6-9 показывает спектральные анализ и синтез стандартным методом (в варианте, описанном в [2]). Результаты синтеза показывают, что синтезированная кривая удачно описывает быстрые детали исходной зависимости. Явно видно сильное проявление эффекта Гиббса. Впрочем, нередко можно подобрать оптимальное число гармоник (или длительность отдельных участков исходной функции), при котором эффект Гиббса становится малозаметным. Однако это не более чем частный случай. Увеличение числа используемых для синтеза гармоник свыше N/2, где N-- число отсчетов функции, невозможно.





К достоинствам стандартного метода относится значительное ускорение спектрального анализа. Оно связано с тем, что интегрирование производится по простейшим формулам без использования алгоритмов и изменяющимся в его ходе шагом.








6.10. Стандартные спектральный анализ и синтез с коррекцией





Итак, стандартные анализ и синтез применимы для любого числа отсчетов функции, но не свободны от сильного проявления эффекта Гиббса. Известен ряд методов ослабления или подавления этого эффекта [2]. Отметим лишь самый простой способ -- коррекция амплитуды гармоник с помощью корректирующего множителя, постепенно ослабляющего высшие гармоники спектра.





Если умножить значение амплитуды каждой k--й гармоники на множитель sin( (k/N)/((k/N), это будет фактически означать переход от формул интегрирования методом прямоугольников к формулам интегрирования методом трапеций -- с применением линейной интерполяции y(t). Само по себе это, как отмечалось выше, не является основанием для существенного повышения точности вычислений. Однако такой подход дает заметное ослабление эффекта Гиббса. Это иллюстрирует документ е6-10.





Помимо коррекции амплитуд гармоник в документе е6-10 приняты меры по ускорению времени вычислений. Так, при вычислении коэффициентов Ak и Bk исключены бесполезные умножения на нулевые отсчеты функции -- их результат тождественно равен нулю. Для функций типа анализируемой с большим числом нулевых отсчетов только эта мера уменьшает время вычислений в несколько раз. Тот же прием использован и при гармоническом синтезе, если амплитуда какой-либо гармоники оказывается нулевой.





Как показывают графики в конце документа е6-10, синтезируемая функция достаточно полно совпадает с исходной, хотя после импульса остаются заметные колебания. Их можно еще уменьшить, используя умножение на корректирующий множитель в квадрате. Это означает переход к квадратичной интерполяции y(t) при интегрировании. К сожалению, при этом ухудшается точность синтеза в наиболее важной части -- соответствующей импульсу.





Хотя коррекция предполагает, что в формулах интегрирования используется линейная или квадратичная интерполяция между узлами, используются по-прежнему дискретные отсчеты, соответствующие исходному вектору Yi. Поэтому максимальное число гармоник, как и ранее, не может превосходить N/2.








6.11. Спектральные анализ и синтез с прямой линейной интерполяцией функции между узлами





Вместо того чтобы вводить корректирующие множители, имитирующие интерполяцию функции y(t) между узлами, можно прямо ввести такую интерполяцию. Тогда появляется возможность задавать произвольное число отсчетов y(t) по интерполируемой функции и получить сколь угодно большое число гармоник для ее синтеза. Впрочем, надо помнить, что интерполируемая функция идеально точно совпадает с исходной только тогда, когда число отсчетов равно числу узлов. 





В других случаях отсчеты берутся с несколько иной функции -- на практике весьма близкой к исходной. Несмотря на эти оговорки, такой прием дает блестящие результаты: при достаточно большом числе выбранных для синтеза гармоник синтезируемая функция повторяет исходную, а эффект Гиббса исчезает почти полностью.





В документе е6-11 показана реализация этого метода, а также предусмотрены меры по уменьшению времени вычислений за счет отказа от  умножений на 0. Как видно из примера этого документа, степень совпадения исходной и синтезируемой функций очень высока.





Во всех приведенных примерах использован достаточно сложный случай: импульс с маленькой полкой на линейном росте и резким спадом. В реальной ситуации функция y(t) чаще всего является довольно плавной и эффект Гиббса проявляется гораздо в меньшей мере, чем в примененном тестовом примере. Это говорит о том, что все описанные методы имеют право на жизнь.








6.12. Фильтрация аналоговых сигналов





Под фильтрацией подразумевается выделение полезного сигнала из его смеси с мешающим сигналом -- шумов. Наиболее распространенный тип фильтрации -- частотная фильтрация. Если известна область частот, занимаемых полезным сигналом, достаточно выделить эту область и подавить те области, которые заняты шумом.





Документ е6-12 иллюстрирует технику фильтрации с применение БПФ. В начале документа синтезируется двухчастотный сигнал, представленный 128 отсчетами вектора q. Затем к этому сигналу присоединяется шум с помощью генератора случайных чисел и формируется вектор из 128 отсчетов зашумленного сигнала. Используя прямое БПФ, сигнал с шумом преобразуется из временной области в частотную, что создает вектор f из 64 частотных составляющих. Затем выполняется фильтрующее преобразование, эффективность которого оценивается параметром фильтрации (. Отфильтрованный сигнал (вектор g) подвергается обратному БПФ и создает вектор выходного сигнала h.





В конце документа е6-12 сравниваются временные зависимости исходного и выходного сигнала. Хотя абсолютной идентичности между ними нет, видно, что выходной сигнал почти повторяет входной и в значительной мере избавлен от высокочастотных шумовых помех, маскирующих полезный сигнал.


 


6.13. Цифровая фильтрация с помощью БПФ





Аналоговые фильтры обычно имеют довольно сложную аппаратную реализацию. В них применяются громоздкие и нетехнологичные колебательные контуры или RC-цепи с интегральными операционными усилителями. Поэтому интенсивно развивается новый класс фильтрующих устройств -- цифровые фильтры. В них используются цифровые логические схемы, имеющие высокую степень интеграции, и применяются цифровые методы обработки сигналов.





Документ е6-13 поясняет реализацию алгоритмов цифровой фильтрации с помощью реализуемой цифровыми устройствами функции s(k, j). После ее определения синтезируется цифровой сигнал, содержащий низкочастотную компоненту в виде перепада и высокочастотную в виде меандра. Далее показана реализация фильтрующей операции -- свертки для двух типов фильтров, — широкополосного и узкополосного.





Тут идет речь не о фильтрации сигнала на фоне шумов, а о прохождении сложного составного сигнала через цифровые фильтры. Графики в конце документа иллюстрируют характер искажений сигнала при этом.








6.14. Фильтрация образа с применением двумерного БПФ





До сих пор мы приводили примеры применения одномерного БПФ. Однако возможно и двумерное преобразование Фурье, позволяющее решать более сложные задачи. Одна из таких задач -- восстановление образа трехмерных фигур, искаженного шумовым сигналом. Это типичная задача на сложную обработку изображений.





Система MathCAD PLUS 6.0 реализует двумерное БПФ, если в операциях БПФ использовать не векторы, а матрицы. Однако у ранних версий MathCAD таких возможностей нет. Поэтому мы откажемся от них и воспользуемся более наглядной реализацией двумерного БПФ с помощью одномерного БПФ. На рис. 6.14 показан документ, реализующий фильтрацию трехмерной поверхности с помощью двумерного БПФ. Этот прием для трехмерной поверхности реализует документ е6-14.





В начале документа создается матрица трехмерной поверхности M со случайными отклонениями каждой точки. Внизу слева построена эта поверхность. Она имеет вид пятна, в котором отдаленно угадываются общие контуры поверхности. Регулярность расположения точек-крестиков на ней вообще не заметна. В средней части документа показана реализация математического аппарата фильтрации. Рисунок справа внизу документа показывает результат фильтрации. На нем отчетливо видны не только общие формы поверхности (типа "выпуклый лист"), но и явная регулярность расположения точек. Это и есть результат фильтрации.





Полезно отметить, что графики трехмерной поверхности здесь также получены без применения стандартных средств построения трехмерных поверхностей системы. Поэтому без какой-либо доработки (кроме выбора шрифта комментариев) этот пример можно использовать и в ранних версиях системы MathCAD 2.0/2.04, не имеющих средств построения трехмерных фигур (а говоря точнее, он и взят из примеров для этих систем).








Пакет 7. ФИЗИЧЕСКИЕ РАСЧЕТЫ





7.1. Расчет атмосферного давления и плотности воздуха





В [32] приведены формулы, позволяющие рассчитать атмосферное давление и плотность воздуха на различных высотах h. Атмосферное давление вычисляется по двум формулам: упрощенной ph(h) при условии постоянства температуры воздуха и по точной p(h), учитывающей различие температуры. Эти формулы приведены в документе е7-1, позволяющие рассчитать атмосферное давление и плотность воздуха ro(h) на высотах от 0 (поверхность земли) до 11 км.





Результаты расчета представлены в наглядной графической форме и в форме таблиц. Можно заметить, что до высоты около 6 км вычисление давления по приближенной и уточненной формулам дает примерно одинаковые результаты.








7.2. Распад радиоактивного элемента





Интересные закономерности получаются, когда короткоживущий радиоактивный элемент A, распадаясь, создает долгоживущий, но также постепенно распадающийся элемент B. Временные функции распада -- экспоненциальные. Масса элемента A экспоненциально падает, переходя в массу элемента B, что ведет к начальному росту  массы первого. Однако, поскольку элемент B также распадается, постепенно (но медленно) и его масса уменьшается, стремясь к нулю. В итоге зависимость массы B от времени имеет характерный максимум. Эти вычисления содержатся в документе е7-2.





Графики изменения массы элементов A и B подтверждают отмеченные выше  закономерности радиоактивного распада. Следует указать, что временные зависимости распада не более чем удачные аппроксимации.








7.3. Мольная теплоемкость металлов по Дебаю





Мольная теплоемкость металлов по Дебаю задается в виде интеграла, не имеющего аналитического решения. Она является функцией верхнего предела интегрирования этого интеграла. Документ е7-3 показывает полезность применения встроенного в MathCAD оператора численного интегрирования для расчета мольной теплоемкости металлов.





В этом документе задана функция пользователя -- интеграл Дебая. Мольная теплоемкость представлена как функция универсальной газовой постоянной R и параметра z -- отношения абсолютной температуры к температуре Дебая.








7.4. Преодоление самолетом звукового барьера





Большинство из нас слышали в безоблачную погоду звуки, напоминающие "гром среди ясного неба". Почти наверняка это были либо отзвуки дальней грозы, либо звуки, создаваемые самолетом в момент преодоления звукового барьера. Известна функция M(u, h), определяющая так называемое число Маха, зависящее от скорости полета самолета u и высоты полета h [32]. В момент преодоления звукового барьера значение M(u, h) становится равным 1. Скорость, на которой преодолевается звуковой барьер, падает с увеличением высоты полета.





Документ е7-4 содержит определение функции M(u, h). На верхнем графике показаны зависимости M(u, h) от u для четырех значений h, а также уровень единицы. Звуковой барьер преодолевается в момент, когда соответствующая зависимости M(u, h) кривая пересекает уровень единицы.





Более полезно знать не саму по себе зависимость M(u, h), а из условия M(u, h) = 1 получить зависимость скорости преодоления звукового барьера u(h) от высоты h. Для этого можно воспользоваться функцией поиска корня указанного условия. Это также сделано в конце документа е7-4.








7.5. Потеря энергии при торможении автомобиля





Когда мы слышим визг тормозов автомобиля, мы с ужасом следим, успеет ли он сбросить скорость и не настигнет ли нас до того, как мы отскочим. Полезно (скорее шоферу, чем нам) знать, как быстро  автомобиль теряет энергию при торможении. Решение этой задачи для  автомобиля с дисковым тормозным устройством представлено документом е7-5.





Процесс потери энергии в общем случае связан с решением нелинейного дифференциального уравнения. Физики любят использовать для такого решения простые конечно-разностные методы, при которых решение выражается рекуррентной формулой. Фактически они соответствуют решению простым методом Эйлера.





Именно так это решение выполнено в документе е7-5. Важно отметить, что в нашем расчете используются размерные величины (энергия определяется в  джоулях). Для расчетов с размерными величинами в состав MathCAD входят файлы, содержащие глобальные определения размерных величин. В конце документа показан пример использования такого файла. В нем содержится определение многих размерных величин, относящихся к физике (их больше, чем это нужно для нашего конкретного примера).








7.6. Распространенные типы волн





Образование и распространение волн -- весьма частые явления в окружающем нас мире. Волны на поверхности воды, колебания маятника или струны -- все это примеры возникновения волновых процессов [32, 33]. Если амплитуда колебаний мала, то, скорее всего, они носят гармонический характер, самый распространенный в природе.





Документ е7-6 иллюстрирует два вида гармонических колебаний -- синусоидальные и косинусоидальные. Нетрудно заметить, что они абсолютно идентичны и отличаются лишь начальной фазой колебаний. Синусоидальные колебания начинаются с нулевого значения, а косинусоидальные с единичного. 





Средний график документа е7-6 показывает случай, когда амплитуда высокочастотной волны является гармоническим колебанием. Этот случай соответствует амплитудной модуляции (АМ) высокочастотного колебания. Именно таков характер электромагнитных колебаний, порождаемых радиопередатчиками в диапазонах длинных, средних и коротких волн. Низкочастотные компоненты (при радиопередачах передается их спектр) несут информацию о разговорной речи и музыке, передаваемых радиовещательными станциями.





Эффект, напоминающий амплитудную модуляцию, может быть получен и при наложении двух гармонических колебаний с близкими частотами. Тогда появляется низкочастотная компонента, равная разности частот (см. пример в конце документа е7-6). Этот эффект мы часто наблюдаем при прослушивании радиопередач на наших радиоприемниках; все знают, что, когда принимаются две близко расположенные станции, возникает характерный свист.








7.7. Затухающие и нарастающие колебания





Поведение многих колебательных систем при малой амплитуде колебаний описывается линейным дифференциальным уравнением второго порядка вида:





y'' + 2dy' + w0 = 0,





где d -- параметр, характеризующий затухание (или просто затухание), а w0 -- частота собственных колебаний. В документе е7-7 используется аналитическое решение приведенного уравнения.





На графиках документа е7-7 представлены временные зависимости y(t) при различных значениях затухания. При 0<d<1 колебания затухают по амплитуде, а при d=1 они становятся апериодическими. Наконец, при d<0 колебания возрастают по амплитуде. Физически d<0 означает, что система расходует свою энергию на создание колебаний. В дальнейшем (см. пакет 10) мы увидим примеры реального построения автоколебательных систем и рассмотрим влияние нелинейности системы на характер развития колебаний.








7.8. Колебания и резонанс в механической системе





Интересно поведение колебательных систем при воздействии на них внешних колебаний. Школьные учебники полны кошмарных примеров, напоминающих о необходимости практического знакомства с таким поведением систем. Например, многократно описывался случай, когда колона солдат, проходя строевым шагом через мост, так раскачала его, что он рухнул. 





Явление резкого возрастания амплитуды колебаний в колебательных системах, на которые воздействуют внешние колебания с частотами, близкими к частоте собственных колебаний системы, получило название резонанса. А частота собственных колебаний поэтому часто называется резонансной.





Документ е7-8 сдержит пример, описывающий поведение механической системы под воздействием внешнего гармонического колебания. Поведение системы определяется амплитудой Ym вынужденных колебаний системы и их аргументом a (сдвигом фаз колебаний системы относительно внешних колебаний). Эти параметры зависят от частоты внешних колебаний w и коэффициента затухания системы  ( (декремента).





Графики в этом документе показывают, что при малых  ( < 0.25 на некоторой частоте амплитуда колебаний заметно возрастает. Это и есть проявление резонанса (в нашем случае механического). При наличии в системе затухания частота резонанса отличается от частоты собственных колебаний системы (в конце документа дана оценка и этого явления).





Не надо думать, что резонанс явление отрицательное. Напротив, он часто используется с большой пользой. Например резонанс в акустических системах позволяет повысить уровень звука на низких частотах. Но особенно эффективно резонанс используется в радиотехнических системах, например в радиоприемниках для выделения нужной (обычно довольно узкой) области частот, соответствующих принимаемому сигналу.








7.9. Диффузия из бесконечно тонкого слоя





Опустив тонкую пластинку из растворимого вещества в стакан с водой, мы будем наблюдать диффузию ее материала в другую среду -- воду. На использовании этого явления основана такая крупная область современной промышленности, как микроэлектроника. Всем известно, что именно благодаря диффузии в кремниевую подложку внедряются примеси, создающие элементы будущей микросхемы. Поэтому решение задач диффузии -- актуальная область математических расчетов и моделирования в физике и химии.





На рис. 12.23 показан документ, решающий задачу о диффузии вещества из бесконечно тонкого слоя в окружающую среду. Результатом расчета является получение распределения диффундирующего вещества в окружающей среде в различные моменты времени. График в конце документа показывает, как диффундирующее вещество постепенно проникает в окружающую среду и как меняется его концентрация в зависимости от расстояния от диффундирующего слоя в различные моменты времени.





Рис. 12.23. Моделирование диффузии из бесконечно тонкого слоя (документ е7-9)





Вообще говоря, диффузия описывается дифференциальным уравнением второго порядка, приведенным в начале документа. Оно позволяет найти функцию f(x, t) в каждый момент времени по ее значению в предшествующий момент. Здесь f-- концентрация диффундирующего материала, x -- расстояние от слоя и t -- время. На рис. 12.23 это уравнение решается конечно-разностным методом, реализованным с помощью рекуррентной формулы.








7.10. Диффузия из толстой пластины





Рассмотренный выше пример моделирования диффузии несколько идеализирован, поскольку в действительности бесконечно тонкого слоя диффундирующего вещества не существует. Более реально выглядит случай, когда рассматривается диффузия из толстого слоя. Толстого в том смысле, что его толщину необходимо учитывать и что процессы диффузии происходят как вне этого слоя, так и внутри него.





Как и ранее, достаточно корректные результаты получаются при использовании решения задачи конечно-разностным методом. В документе е7-10 представлено решение такой задачи. Оно состоит из двух частей. Видимая содержит исходные данные и указания, тогда как  в невидимой части (правой) задано решение конечно-разностным методом.





График на в этом документе иллюстрирует распределение концентрации диффундирующего вещества для трех моментов безразмерного времени -- 0, 10 и 30. Рекомендуется выбирать малыми шаг по x (k) и шаг по y (h). Это, однако, может привести к заметным затратам времени.








7.11. Расчет обтекания крыла воздушным потоком





Классической аэродинамической задачей является расчет структуры потока воздуха, обтекающего крыло самолета. Демонстрационный пример решения этой задачи входит в некоторые версии системы MathCAD, и его переработанный вариант приведен в документе е7-11.





Для построения профиля крыла и обтекающего его воздушного потока достаточно задать три параметра — a, b и c. В нашу задачу не входит обсуждение довольно сложного и специфического алгоритма решения подобной задачи, он скрыт от пользователя в невидимой правой части экрана. Однако отметим, что и эта задача решается конечно-разностным методом с применением аппарата функций комплексной переменной. Видимая часть документа содержит короткий текстовый комментарий, задание параметров a, b и c и вывод  графиков -- отдельно профиля крыла и обтекающего его воздушного потока.





Независимо от того, интересует вас решение этой задачи или нет, она дает прекрасный пример построения сложного графика на комплексной плоскости. График включает в себя построение замкнутой линии -- сечения крыла и линий "равного уровня", иллюстрирующих структуру воздушного потока.








7.12. Расчет движения снаряда





Пусть спортсмен мечет снаряд (например, диск или ядро) с некоторой начальной скоростью V0 и под углом Q к горизонту. По какому закону происходит полет снаряда, если пренебречь сопротивлением воздуха? Ответ общеизвестен -- по параболическому. Однако мы попытаемся ответить на этот вопрос моделированием движения, решая систему описывающих его  дифференциальных уравнений численным методом Эйлера. Этот подход иллюстрирует документ е7-12.





Обратите внимание, что (как это принято в физических расчетах) операции происходят с размерными величинами. В результате моделирования получены траектория движения снаряда (зависимость высоты от расстояния по горизонтали), а также зависимость угла наклона траектории от расстояния по горизонтали. Как и следовало ожидать, траектория полета снаряда оказалась параболической.








7.13. Падение парашютиста





Рассмотрим значительно более сложный случай динамического движения: на высоте y0 из самолета выпрыгивает парашютист и в свободном полете падает вниз. Спустя 5 секунд он дергает кольцо парашюта и испытывает заметные перегрузки из-за раскрытия парашюта и резкого снижения скорости падения. Моделирование падения парашютиста основывается на решении нелинейной системы дифференциальных уравнений и требует учета сопротивления воздушной среды до и после открытия парашюта. Оно выполнено в документе е7-13.





В результате моделирования получены следующие зависимости: зависимость высоты парашютиста от времени, зависимость скорости и ускорения падения от времени и зависимость резкости (второй производной от скорости) падения от времени. Резкость падения характеризуют перегрузки, которые испытывает парашютист в полете. Они резко  возрастают сразу после раскрытия парашюта, и это прекрасно известно всем, кто прыгал с парашютом. Если вас интересуют числовые данные величин, характеризующих падение парашютиста, выведите их в табличной форме.








Пакет 8. РАСЧЕТ ПАССИВНЫХ КОМПОНЕНТОВ ЭЛЕКТРО- И РАДИОСХЕМ








8.1. Расчет емкости различных объектов





Промышленность выпускает многие тысячи типов пассивных (т. е. не обладающих усилительными свойствами) компонентов электротехнических, радиотехнических и электронных устройств. Прежде всего это емкостные элементы (конденсаторы), индуктивные элементы (индукторы и катушки индуктивности) и линии передачи. Тем не менее разработчики таких устройств нередко вынуждены конструировать конденсаторы, индукторы и линии передачи самостоятельно.





Есть еще одно важное обстоятельство в пользу разработки пакетов применений для расчета таких элементов: они всегда содержатся в любом устройстве как паразитные параметры. Любой проводник, к примеру, имеет собственную емкость и индуктивность и часто ведет себя как линия передачи. Хотя эти параметры называются паразитными, их учет в ряде случаев принципиально важен. Пакеты применений по расчету  емкости и индуктивности позволяют свести к минимуму поиск  многочисленных формул для расчета этих параметров и провести нужные расчеты в считанные секунды.





Документ е8-1 позволяет рассчитать емкость наиболее распространенных объектов -- шаров, дисков и проводников. Он содержит необходимые расчетные формулы и тестовые примеры. Для расчета емкости объекта достаточно подставить на место приведенных нужные значения исходных параметров для конкретного объекта.





В ряде случаев необходимо найти не емкость объекта саму по себе, а значение какого-либо конструктивного параметра, при котором емкость будет равна заданной величине. В документе е8-1 показан пример такого рода --  расчет расстояния между центрами двух шаров, при котором емкость конденсатора из двух шаров будет равна заданной величине. Для этого  емкость следует задать как функцию заданного параметра и использовать для вычисления нужного параметра функцию поиска корня root.





Подобный подход достаточно универсален. Разумеется, нередко можно найти параметр из выражения для емкости путем простого аналитического  преобразования этого выражения. Однако бывают случаи, когда такое преобразование слишком сложно или даже невозможно. Тогда применение численного метода вычисления становится предпочтительным; приведенный пример является хорошей иллюстрацией к сказанному.








8.2. Расчет емкости конденсаторов





Конденсаторы большой емкости обычно применяют готовыми (например, многослойные бумажные, керамические, пленочные или электролитические). В то же время конденсаторы малой емкости нередко проектируются разработчиком аппаратуры самостоятельно.





В документе е8-2 представлены формулы, позволяющие найти емкость семи наиболее распространенных конденсаторов: пластинчатого, дискового, трубчатого, сферического и в форме горшка. Представлены тестовые примеры расчета емкости.





Здесь, как и ранее, для расчета емкости под свои параметры достаточно подставить их на место исходных данных тестового примера, относящегося к соответствующему типу конденсатора.








8.3. Расчет индуктивности проводников и витков





Конструкции индуктивных элементов весьма разнообразны. Прежде всего следует различать два типа таких элементов -- без ферромагнитных сердечников и с ними. Конструкции индукторов для этих двух типов существенно различаются. Первые используются для изготовления индукторов с небольшой индуктивностью L, обычно примерно до 1 мГн, вторые — для индукторов с индуктивностью от долей мГн до единиц и даже десятков Гн.





Документ е8-3 содержит формулы для расчета индуктивности отрезков провода (круглого и квадратного), витка из круглого провода и тонкопленочных круглого и квадратного витков. Знать их индуктивность необходимо и тогда, когда она является паразитной. Предполагается, что эти объекты находятся либо в свободном пространстве (или в воздухе), либо на достаточном удалении от других проводников или металлических предметов (например, шасси или экрана).





Тонкопленочные витки обычно создаются на поверхности диэлектрика.  Предполагается, что магнитными свойствами он не обладает.  Индуктивность сложных конструкций, например двух проводников различного диаметра, расположенных на одной линии, может быть просчитана суммированием индуктивности частей сложного объекта. Отсутствие в этом случае учета взаимной индуктивности может привести к заметной погрешности.








8.4. Расчет индуктивности катушек без сердечника





Индуктивности простейших элементов небольших размеров, что типично для электронных и радиотехнических устройств, обычно невелики и лежат в пределах от долей нГн примерно до 1 мкГн. Для увеличения индуктивности как правило используются многовитковые катушки.





Документ е8-4 служит для  расчета индуктивности типовых многовитковых однослойных катушек индуктивности -- цилиндрической и квадратной стержневой конструкции и тороидальных с круглым и квадратным сечением тора.





Следует особо отметить, что в нашем случае тор должен быть изготовлен из немагнитного материала. Конструкции таких катушек используются довольно редко (по сравнению с тороидальными катушками на ферромагнитном торе -- они будут рассмотрены далее).








8.5. Расчет индуктивности тонкопленочных плоских катушек





Распространение печатной технологии изготовления электронных схем, а затем и микроэлектронной технологии привело к широкому применению тонкопленочных плоских катушек. Документ е8-5 обеспечивает расчет индуктивности таких катушек с круглой и квадратной формами витка спирали.





Для этих катушек часто бывает необходимо определить число витков w при заданной индуктивности L0 и заданных геометрических размерах катушки. Для этого достаточно записать выражение для индуктивности в виде L(w) и найти корень нелинейного уравнения L(w) ( L0 = 0. Пример в конце документа рис. 8.5 иллюстрирует эту возможность.








8.6. Расчет индуктивности многослойных катушек





Для дальнейшего увеличения индуктивности приходится делать катушки многослойными и использовать ферромагнитные сердечники различного типа (как ферритовые, так и на основе металлических сплавов). Документ е8-6 позволяет рассчитать индуктивность наиболее распространенных катушек этого типа: тороидальных и цилиндрических, на П-образном, Ш-образном и броневом ферромагнитном сердечнике.





В конце документа приведен пример вычисления числа витков катушки на броневом сердечнике по заданной индуктивности L. Расчет выполняется численным методом с применением функции root.








8.7. Расчет проводных линий передачи





Линии передачи могут иметь различную конструкцию. В документе е8-7 приведены соотношения, позволяющие найти волновое сопротивление (основной параметр) для трех типов наиболее распространенных проводных линий передачи: коаксиальной линии в виде круглого проводника в центре круглого экрана, линии в виде круглого проводника, расположенного над проводящей плоскостью, и двухпроводной линии в виде двух круглых проводников одинакового диаметра, расположенных параллельно.





Здесь специально не рассмотрены "экзотические" типы линий, например коаксиальная со смещенным проводником или двухпроводная с квадратными проводниками или круглыми проводниками разного диаметра. Поскольку линии могут потребоваться с самым различным волновым сопротивлением, полезно иметь графические зависимости волнового сопротивления от какого-либо обобщенного параметра. Эти зависимости в документе е8-7 приведены для каждого из рассмотренных типов линий.








8.8. Расчет микрополосковой линии





Особое значение в связи с развитием печатного монтажа и созданием технологии тонкопленочных интегральных схем приобрели тонкопленочные линии передачи. Их конструкция очень проста: на диэлектрической пластине, покрытой с одной стороны металлической пленкой, с другой стороны располагается тонкая металлическая полоска. Расчет волнового сопротивления такой линии довольно сложен и ведется (в зависимости от сочетания параметров) по различным формулам [1, 2, 36].





В документе е8-8 представлена реализация этого расчета в среде системы MathCAD. Для перехода расчета от одной формулы к другой используется функция if с соответствующими условиями перехода. В начале документа определены (как функции пользователя) все необходимые для расчета вспомогательные формулы, после чего дается расчет волнового сопротивления Z0. В конце документа приведены графики зависимости волнового сопротивления микрополосковой линии от обобщенного параметра P для трех значений относительной диэлектрической проницаемости (она обозначена как E).








Пакет 9. РАСЧЕТ ЛИНЕЙНЫХ ЭЛЕКТРОННЫХ СХЕМ И СИСТЕМ








9.1. Расчеты простейших резисторных цепей





Линейные электронные, электротехнические и радиотехнические цепи имеют довольно развитый аппарат математического анализа. Поэтому большая часть задач по их расчету имеет аналитические решения. Мы начнем рассмотрение таких цепей с расчета элементарных резисторных цепей.





В документе е9-1 представлен расчет простейших резисторных цепей: последовательного и параллельного сопротивления резисторов, преобразования "звезды" в "треугольник" и наоборот, передачи энергии от источника постоянного тока в нагрузку-резистор.





График в конце этого документа иллюстрирует, как  изменяются отдаваемая источником мощность в зависимости от потребляемой нагрузки и коэффициент полезного действия (КПД) в функции в зависимости от сопротивления нагрузки R. Отчетливо видно, что максимум мощности в нагрузке получается, если R равно внутреннему сопротивлению источника постоянного напряжения r. При этом КПД составляет 0.5.








9.2. Расчет резистивных аттенюаторов





В электронных и радиотехнических устройствах широко применяются ослабители напряжения или мощности, называемые аттенюаторами. Важной при их проектировании является необходимость получения заданного входного Z0 и выходного Z1 сопротивлений. В документе е9-2 приведен расчет наиболее распространенных Т- и П-образных резисторных аттенюаторов по общеизвестным расчетным формулам [1, 2, 34].





В пп. 1 и 2 этого документа выполняется расчет ослабления (в  децибелах), вносимого аттенюаторами с произвольными значениями резисторов и заданными Z0 и Z1. В пп. 3 и 4 выполнен расчет резисторов аттенюаторов под заданное безразмерное ослабление мощности N. При этом резисторы рассчитываются так, чтобы это ослабление получалось при заданном сопротивлении генератора RG и нагрузки RL.








9.3. Расчет импеданса RC- и RLC-цепей





Под импедансом понимается  комплексное сопротивление цепей. В документе е9-3 представлен расчет импеданса для последовательно включенных резистора и конденсатора (RC-цепь), а также для последовательного включения R, L и C (RLC-цепь или последовательный колебательный контур).





Зависимости модуля и аргумента для импеданса Z(f) последовательной RC-цепи носят монотонный характер. Начальный фазовый сдвиг равен (/2 и стремится к 0 при росте w. Входной импеданс на низких частотах имеет емкостной характер и резко возрастает при w, стремящемся к 0. На высоких частотах емкостная составляющая уменьшается и импеданс приближается к значению R.





Импеданс RLC-цепи имеет на некоторой частоте f0 минимальное значение  (равное R). На этой частоте он имеет только действительную компоненту, поскольку фазовый сдвиг,  создаваемый конденсатором, полностью компенсируется фазовым сдвигом  катушки индуктивности. Такой случай описывает явление резонанса в  последовательной RLC-цепи. Оно широко используется в практике для получения избирательных свойств. При малых R резонанс может привести к резкому уменьшению импеданса цепи и возрастанию тока в ней, если она подключена к источнику переменного синусоидального напряжения. При этом напряжение на C и L могут многократно превосходить напряжения источника входного сигнала.








9.4. Расчет АЧХ и ФЧХ моста Винна — Робинсона





RC-цепи часто рассматриваются как четырехполюсники. При этом они  характеризуются двумя важными параметрами: амплитудно-частотной характеристикой (АЧХ) и фазо-частотной (ФЧХ). Они являются зависимостью модуля коэффициента передачи цепи и вносимого ею фазового сдвига от частоты f источника входного гармонического сигнала. 





Для большого числа RC-схем для АЧХ и ФЧХ получены аналитические зависимости, так что расчет этих характеристик сводится просто к определению нужных функций пользователя по известным математическим выражениям. В документе е9-4 представлен расчет АЧХ и ФЧХ  моста Винна — Робинсона, широко применяемого для построения избирательных усилителей и RC — генераторов синусоидальных колебаний.





Как видно из графика АЧХ моста Винна — Робинсона, коэффициент передачи этой цепи на некоторой частоте (w0 = 1/RC) обращается в нуль, а фазовый сдвиг имеет скачок от ((/2 до  +(/2. Таким образом, эта цепь может использоваться для ослабления частот сигнала, близких к w0.








9.5. Расчет каскадов на биполярных транзисторах





В электронных и радиотехнических схемах важнейшее место занимают активные приборы, обладающие усилительными свойствами. Это электронные лампы, биполярные и полевые транзисторы, туннельные диоды и т. д.  Усиление достигается путем преобразования энергии источников электропитания (обычно постоянного тока) в выходной сигнал под  управлением входного сигнала.





Активные приборы -- устройства принципиально нелинейные. Однако если усиливаются малые сигналы, устройства для их усиления (усилители) можно считать линейными устройствами. Особенно распространены усилители на биполярных транзисторах. Три схемы включения их в усилительном режиме (с общей базой, общим эмиттером и общим коллектором) настолько общеизвестны, что мы не будем приводить их, полагая, что заинтересованный в расчете таких устройств читатель знает эти схемы. Речь идет об обобщенных схемах, в которых содержится единственный резистор на входе Rg и на выходе  Rl (они учитывают сопротивление генератора и сопротивление нагрузки). 





Для каждой из схем определяются следующие малосигнальные параметры для области средних частот:





входное сопротивление Rin;


выходное сопротивление Rout;


коэффициент передачи по току Ki (отношение тока в нагрузке к току на входе);


коэффициент усиления собственно каскада по напряжению Ku (отношение напряжения на выходе к напряжению на входных зажимах);


сквозной коэффициент усиления по напряжению Ke (отношение напряжения на выходе к напряжению источника входного сигнала, Ke<Ku).





В документе е9-5 даны формулы и примеры расчета усилительных каскадов на биполярных транзисторах.








9.6. Преобразование Лапласа





Среди методов расчета электрических цепей важное место принадлежит операторному методу [20]. При этом расчеты ведутся с применением оператора Лапласа p = iw (или s = iw), где i — мнимая единица, а w -- круговая частота. Операторные выражения существенно упрощают расчеты. Однако они требуют перехода от временных функций к операторным. Расчет  выполняется с помощью преобразования Лапласа, при котором временная функция F(t) превращается в операторную F(p).





В документе е9-6 представлен интеграл, дающий преобразование Лапласа. Он не очень удобен для вычислений, поскольку содержит бесконечный верхний предел. Однако если F(t) становится нулевой при t>tmax, за бесконечность можно принять любое значение времени, т. е. задать inf>tmax.





В конце документа показан график преобразованной функции Хевисайда с нанесенными на него точками, полученными в результате расчета операторной функции по интегралу преобразования Лапласа. Сравнение точного решения с приближенным указывает на их близость.








9.7. Применение Z-преобразования





В некоторых случаях для расчета линейных систем используют так называемое z-преобразование. Не вникая в его тонкости, описанные в [35], рассмотрим важное применение такого преобразования -- расчет АЧХ и ФЧХ линейных систем, описанных z-функцией f(z). Оно дано в документе е9-7.





Построение зависимости фазового сдвига от частоты w в данном примере затруднено тем, что фазовый сдвиг может быть большим. Если он достигает величины (, то линия, описывающая зависимость фазы от частоты, испытывает скачок на величину 2(. Не следует путать эту погрешность представления фазы с ее реальным скачком (возможным в некоторых схемах, см.  приведенный ранее пример на построение АЧХ и ФЧХ моста Винна — Робинсона).








9.8. Вычисление характеристик системы по ее операторной функции





Если схема описана операторной функцией, по ней можно вычислить важнейшие характеристики линейной системы: АЧХ, ФЧХ и переходную характеристику (т. е. реакцию системы во времени на единичный скачок напряжения или тока на ее входе). Для вычисления АЧХ и ФЧХ достаточно заменить оператор p на величину iw, тогда модуль полученного выражения будет описывать АЧХ, а аргумент -- ФЧХ.





Построение АЧХ и ФЧХ для системы второго порядка, описанной операторной функцией, дано в документе е9-8. В нем представлено также построение по операторной функции передаточной характеристики системы. Для каждого значения времени t  эта характеристика определяется интегралом с бесконечным пределом интегрирования:





                      (  


                2  (


h(t) =     -- ( (Re(y(jw)sin(wt)/w)dw


             ( (


              0





К счастью, у всех реальных систем АЧХ на высоких частотах имеет спад и при больших w>wmax принимает близкие к нулю значения. В нашем примере это происходит уже при w>5, что позволяет заменить бесконечный предел интегрирования на конечный.





Вычисление h(t) в документе е9-8 выполнено по этому алгоритму. Число 0.637 перед знаком интеграла есть значение 2/(. Рядом с графиком h(t) выведена таблица времен t и значений h(t). Анализируемая цепь является цепью 2-го порядка и имеет специфические признаки заметно демпфированной цепи 2-го порядка -- характерный подъем АЧХ на некоторой частоте и переходную характеристику с небольшим выбросом.








9.9. Расчет АЧХ и ФЧХ линейной цепи по ее переходной характеристике





Выше был описан алгоритм построения переходной характеристики по ее АЧХ и ФЧХ. Однако на практике может встретиться обратная задача -- построения АЧХ и ФЧХ по переходной характеристике. Эта задача решаема для цепей с неминимально-фазовыми характеристиками, к которым относится подавляющее большинство реальных электронных цепей (за исключением мостовых).





Здесь уместно отметить, что переходная характеристика снимается экспериментально очень легко -- достаточно подать на вход системы скачок с малой длительностью фронта и получить с помощью осциллографа реакцию системы на этот скачок. Впрочем, для быстродействующих электронных и радиотехнических систем это приходится порою делать с помощью уникальной широкополосной аппаратуры; например, используя для наблюдения дорогой стробоскопический осциллограф, способный регистрировать субнаносекундные процессы.





Тем не менее это проще, чем снимать АЧХ и ФЧХ в широком диапазоне частот. Тут требуется целый набор измерительных генераторов синусоидального напряжения, вольтметров и измерителей фазы. Все измерения приходится делать по точкам, меняя эти приборы. Автоматизированные измерители АЧХ и ФЧХ существуют, но это крайне  дорогие и редкие приборы (даже в сравнении со стробоскопическими осциллографами).





Все это делает практически полезным расчет АЧХ и ФЧХ по переходной характеристике системы h(t) или a(t) -- в литературе встречаются оба обозначения. В документе е9-9 представлена реализация эффективного численного алгоритма решения этой задачи (см. [6, 8]).





Как и следовало ожидать, для нашей системы 2-го порядка АЧХ имеет характерный подъем на высоких частотах, переходящий затем в спад.  Фазовые углы ФЧХ определены в области от ((/2 до +(/2, так что скачок фазы на графике в этом документе связан с выходом ее за этот отрезок (а не с реальным  скачком фазы).








9.10. Частотный анализ системы 2-го порядка





В теории автоматических устройств АЧХ и ФЧХ линейных систем часто  отображают в логарифмическом масштабе частот, что позволяет лучше  выявить некоторые закономерности поведения системы [35]. Например, на логарифмической АЧХ (ЛАЧХ) отчетливо видны характерные частоты, начиная с которых происходит спад коэффициента передачи системы в области высоких частот. Если система содержит несколько звеньев, ослабляющих высокие частоты, таких частот (и перегибов ЛАЧХ) может быть несколько.





Документ е9-10 является переработкой демонстрационного файла системы MathCAD. Он строит логарифмические АЧХ и ФЧХ системы 2-го порядка,  заданной ее операторной функцией f(s). Графики АЧХ в двойном логарифмическом масштабе и ФЧХ в полулогарифмическом масштабе также представлены в этом документе. Из них можно сделать вывод, что такая система сильно демпфирована и потому не содержит подъема АЧХ в области высоких частот.





Поведение таких систем удобно оценивать и так называемыми диаграммами Боде, они дают представление о комплексном коэффициенте передачи на комплексной плоскости. При этом строится годограф системы -- геометрическое место точек комплексного коэффициента передачи. Построение годографа также показано в конце документа е9-10. По виду годографа и его положению относительно точки (1, 0) на комплексной плоскости можно судить о поведении системы и о ее устойчивости.








9.11. Расчет отклика системы с помощью интеграла Дюамеля





Перейдем к обсуждению несколько более сложного и практически важного вопроса -- о нахождении реакции системы с заданной переходной характеристикой a(t) на заданное входное воздействие (в виде также временной функции). Существует ряд способов вычисления реакции системы при этих условиях. Один из них -- применение интеграла Дюамеля (интеграла свертки или интеграла суперпозиции).





В задачу данной книги не входит рассмотрение теоретического обоснования этого метода -- его легко найти в соответствующей литературе [7, 20]. В документе е9-11 представлено решение подобной задачи для довольно часто встречающегося случая —  вычисление реакции линейной интегрирующей RC на воздействие в виде двухэкспоненциального импульса. Такой импульс имеет участок быстрого нарастания напряжения u(t) и участок более медленного спада.





В этом документе представлены две формы интеграла Дюамеля (вообще же их четыре). Отличаются они тем, к какой из функций — a(t) или u(t) — применяется операция вычисления производной. В нашем случае это безразлично, поскольку обе функции достаточно просты и обе формы интеграла дают идентичные результаты.





Для ускорения построения реакции y(t) можно воспользоваться численным методом вычисления производной одной из функций -- a(t) или u(t). При этом из подынтегрального выражения на каждом интервале вычислений исчезает вычисление производной, что значительно ускоряет общие вычисления. Реализация такого приема дана в конце документа. Там же построены графики функций a(t), u(t) и реакции y(t). Можно заметить,  что график y(t) похож на график входного воздействия u(t). Однако зависимость y(t) задержана относительно u(t) и наблюдается заметное уменьшение амплитуды выходного импульса относительно амплитуды входного импульса, а также возрастание времени роста y(t) до максимального значения. Эти искажения естественны для интегрирующей RC-цепи.








9.12. Свертка с помощью БПФ





Операция свертки, осуществляемая интегралом Дюамеля, может производиться и с помощью быстрого преобразования Фурье. Этот известный теоретикам алгоритм для практиков является довольно "экзотическим", поскольку БПФ достаточно сложная операция [31]. Однако, поскольку средства БПФ включены в систему MathCAD, мы рассмотрим и эту возможность.





Ее реализация представлена в документе е9-12. Речь идет о вычислении реакции линейной системы C(t) с переходной характеристикой h(t) на входное воздействие p(t). Тут передаточная характеристика задана смещенным скачком (с 1 на 0), а входной сигнал -- линейно нарастающим перепадом. Операцию свертки осуществляет функция conv, введенная как функция пользователя.





Хотя по наглядности метод свертки с применением БПФ уступает рассмотренному выше методу с применением интеграла Дюамеля, можно констатировать обширные возможности БПФ в решении различных прикладных задач.








9.13. Расчет отклика системы на воздействие, заданное таблично





Расчет отклика линейной системы с произвольной формой переходной характеристики на произвольно заданное входное воздействие -- задача достаточно сложная. Ее решение облегчается, если передаточная характеристика и входное воздействие заданы в табличном виде, т. е. в виде ряда значений a(t) и u(t) для фиксированных моментов времени t на отрезке T. Наличие в системе MathCAD эффективного аппарата сплайн-интерполяции табличных данных позволяет с блеском решить такую задачу.





Документ е9-13 иллюстрирует сказанное. Векторы A и U в нем задают узловые точки зависимостей a(t) и u(t) на отрезке времени T. Эти векторы должны быть одинаковой длины, а их элементы должны относиться к соответствующим одинаковым моментам времени. Далее проводится сплайн-интерполяция (с линейной экстраполяцией) зависимостей a(t) и u(t), что позволяет получить эти зависимости в непрерывном виде и использовать в интеграле свертки для вычисления реакции y(t).





Табличное задание u(t) облегчает вычисление производной u'(t) в численном виде, что, в свою очередь, ускоряет вычисления. Обратите внимание, что здесь u' -- имя функции пользователя, вычисляющей значение производной численным методом. В конце рис. 9.13 построены графические зависимости a(t), u(t) и y(t).








9.14. Моделирование реакции RC-цепи





Реакция цепи на заданное воздействие может быть вычислена также на основании решения дифференциального уравнения или системы дифференциальных уравнений, описывающих работу цепи. Здесь мы рассмотрим вычисление реакции интегрирующей RC-цепи на входное воздействие e(t) в виде одиночного треугольного импульса. Она определяется решением дифференциального уравнения первого порядка:


       


RC � EMBED Equation.2  ��� + u(t) = e(t).





Если перейти к безразмерному времени (t/RC), положив RC=1, то уравнение заметно упрощается и принимает вид:





� EMBED Equation.2  ���= e(t) – u(t).





Решение этого уравнения возможно методом Рунге — Кутта, который не очень прост в реализации. Однако для одного уравнения можно исключить отдельное вычисление коэффициентов K1 и K2 и получить единственную формулу для вычислений. На ее основе и составлен документ е9-14.





В этом документе показаны (в виде графиков) временные зависимости входного воздействия и напряжений на емкости C и резисторе R (в относительных единицах по отношению к амплитуде входного сигнала).








Пакет 10. РАСЧЕТ И МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЕЙ





10.1. Моделирование логических функций





В электротехнических и радиотехнических приложениях важное место занимают нелинейные цепи и системы. Отклик таких систем на заданное воздействие зависит от уровня самого воздействия. Принцип суперпозиции (основа многих методов расчета, например спектральных) для нелинейных цепей не соблюдается. Эти цепи описываются нелинейными дифференциальными или интегрально-дифференциальными уравнениями, в большинстве случаев не имеющими аналитического решения. Все это делает численные методы расчета и моделирования таких цепей не только полезными, но и жизненно необходимыми.





Мы постепенно рассмотрим практическую реализацию этих методов в системе MathCAD. Однако надо прямо отметить одно важное обстоятельство: вряд ли разумно (хотя и возможно) применять MathCAD для расчета и моделирования электронных схем даже умеренной сложности. Для этого существуют мощные специализированные программные системы, такие, как MicroCAP, PSPICE, NAP-2, PCAD и др., которые позволяют автоматизировать ввод в таблично-топологическом или даже в графическом виде, составление и решение сложных систем дифференциальных или конечно-разностных уравнений, описывающих работу схем, вывод результатов расчетов (временных зависимостей, АЧХ, ФЧХ, спектрограмм и т. д.) в прекрасно оформленном графическом виде.





MathCAD полезна прежде всего на этапе составления моделей таких схем. Она позволяет эффектно, наглядно и быстро подобрать необходимые   расчетные выражения, проверить их и сравнить друг с другом (что, кстати, не позволяют выполнить специализированные программы моделирования электронных схем). MathCAD удобно применять для моделирования простейших схем, когда решающим фактором являются не столько результаты моделирования, сколько наглядная иллюстрация математических методов и алгоритмов, по которым оно проводится. 





Система MathCAD идеальна для подбора математического аппарата приближения временных зависимостей входных воздействий, подбора формул для аппроксимации нелинейных вольт-амперных и других характеристик нелинейных цепей и т. д. Она весьма полезна для моделирования схем на новых типах приборов (моделей которых нет в специализированных программах) и схем специального применения. Именно из этих соображений подобран материал настоящей главы.





Начнем с моделирования логических функций, которых, как ни странно (если учесть, что они есть в любом языке программирования, даже в Бейсике), нет в системе MathCAD. Однако эти функции очень легко моделируются с помощью функции Хевисайда -- формирования единичного скачка, если ее аргумент больше 0 и формирования нулевого значения, если аргумент a равен нулю или отрицателен. 





В документе е10-1 определены четыре важнейшие логические функции: отрицания not(a), логического умножения and(a, b), логического сложения or(a, b) и "исключающая ИЛИ" xor(a, b). Эти функции содержат параметры a и b (функция not — один параметр), которые имеют логическое значение 0 (ДА), если численное значение параметра меньше 0.5, и логическое значение 1, если численное значение параметра больше 0.5. 





Помимо моделирования логических функций документ е10-1 иллюстрирует моделирование нелинейной системы -- логического анализатора, использующего логическую функцию and. Входные сигналы здесь моделируются с помощью генератора случайных чисел с формой, близкой к реальной (они имеют линейно нарастающие участки роста и спада). Выходной сигнал дает реакцию анализатора на два входных сигнала.








10.2. Моделирование сигналов с помощью элементарных функций





Как и при анализе линейных цепей, анализ и моделирование нелинейных цепей часто сводятся к вычислению отклика цепи на заданное входное воздействие. Оно обычно представляется периодической временной зависимостью, например синусоидальной или в виде меандра.  Для моделирования входных воздействий используются самые различные методы. При этом разработчики моделирующих программ нередко забывают, что комбинации элементарных функций порою позволяют предельно просто промоделировать периодические сигналы большинства из наиболее распространенных форм.





В документе е10-2 даны примеры моделирования для шести сигналов: синусоидального, синусоидального с плавно ограниченными верхушками, синусоидального со ступеньками при переходе через нуль, меандра, треугольного и пилообразного напряжений. Во всех случаях используется всего одна или две элементарные функции, а для создания меандра – логическая функция if.





Можно лишь удивляться, что многие сигналы особой формы (кроме синусоиды и меандра) легко моделируются с помощью общеизвестных элементарных функций. Другие способы моделирования (с применением более сложных функций) также могут быть полезны, но они куда менее изящны, чем приведенные выше.








10.3. Статический анализ простейших нелинейных цепей





Статический анализ нелинейных цепей означает нахождение постоянных напряжений и токов в этих цепях в стационарном режиме их работы. К сожалению, за редчайшим исключением, даже для простейших цепей такой анализ невыполним аналитическими методами. Инженеры-электронщики предпочитают использовать довольно наглядные, но весьма неточные графические методы или довольно точные (но мало наглядные) численные методы. Система MathCAD позволяет реализовать оба подхода, что делает анализ весьма наглядным.





Мы рассмотрим такой подход при решении простейшей задачи -- вычисление напряжения на полупроводниковом диоде, который соединен  последовательно с резистором R и источником постоянного напряжения E. Документ е10-3 содержит решение двух задач — вычисление напряжения на обычном полупроводниковом диоде с однозначной по напряжению вольт-амперной характеристикой (ВАХ) и на туннельном диоде с многозначной по напряжению N-образной ВАХ.





При рассмотрении первой задачи надо обратить внимание на естественность решения как в численном виде с помощью функции Find, решающей нелинейное уравнение статического режима, так и на решение графическим методом. Как это общепринято, графическое решение находится построением на одном графике нелинейной ВАХ и прямой линии нагрузки, наклон которой задается значением R. Точка их пересечения и есть решение задачи. Для ВАХ классической диодной формы решение всегда является единственным.





Менее тривиальным является решение для туннельного диода, N-образная ВАХ которого неоднозначна по напряжению. В документе е10-4 (задача 2) показан случай, когда ВАХ туннельного диода пересекается линией нагрузки сразу в трех точках. Две из них (на участках с положительным наклоном) устойчивы, так что цепь может работать в триггерном режиме (как известно, триггер -- это электронное устройство с двумя состояниями устойчивого равновесия). Третье состояние неустойчиво. 





С помощью функции root в конце документа найдены все три напряжения, соответствующие трем точкам пересечения ВАХ нагрузочной прямой. Начальные значения напряжения V (они нужны для инициирования поиска корня с помощью функции root) взяты из грубого графического решения задачи.








10.4. Построение характеристик мощных полевых транзисторов





К самым распространенным активным приборам нелинейных схем относятся биполярные и полевые транзисторы. Они являются трехполюсными управляемыми приборами и имеют управляемые ВАХ. Поэтому их ВАХ описываются (в отличие от диодов) целым семейством характеристик. Для примера остановимся на перспективных мощных полевых транзисторах. Они имеют вольт-амперные характеристики вида I(UG, UC), где I — ток стока, UG -- напряжение на затворе (исток считаем заземленным) и UC -- напряжение на стоке.





Документ е10-4 иллюстрирует построение семейства ВАХ мощного полевого МДП--транзистора КП901 на основе аппроксимации семейства ВАХ аналитическим выражением, приведенным в [37]. Помимо семейства ВАХ строится и статическая передаточная характеристика -- зависимость тока стока от напряжения на затворе при постоянном напряжении на стоке (в нашем примере — 30 В).





Вторая часть документа строит семейство ВАХ и передаточную характеристику для другого класса этих приборов -- так называемых V-МДП-транзисторов с вертикальным каналом типа КП912. Здесь используются другие формулы аппроксимации, а в остальном задача решается так же, как и для приборов КП901.





10.5. Расчет сквозной динамической характеристики каскада на мощном полевом транзисторе





Теперь предположим, что мощный МДП--транзистор находится в составе каскада -- его сток через резистор RC подключен к источнику постоянного напряжения EC, а на затвор подано медленно изменяющееся напряжение UG. Требуется построить сквозную динамическую передаточную характеристику такого каскада, т. е. зависимость напряжения на стоке от напряжения на затворе.





Это гораздо более сложная задача, чем построение статических ВАХ и передаточных характеристик, которые строятся для неизменных напряжений   на стоке и затворе. Тут изменение напряжения на затворе меняет ток стока и (из-за падения напряжения на резисторе RC) напряжение на стоке. В итоге ток стока можно определить, только используя графические или численные (итерационные) методы.





Верхняя часть документа е10-5 иллюстрирует построение семейства статических ВАХ и линии нагрузки резистора RC на одном графике. Фактически это и есть решение задачи в графическом виде. Для каждой кривой ВАХ (с соответствующим UG) можно найти UC в точке пересечения кривой с линией нагрузки. Это придется сделать для всех кривых, с тем чтобы получить достаточное число точек зависимости UC(UG).





Вторая часть документа е10-5 показывает решение задачи численным методом. В заключение строится передаточная характеристика каскада. Видно, что она нелинейна. Если подать на вход каскада синусоидальный сигнал с постоянным смещением, получим усилитель гармонических сигналов. Из-за нелинейности передаточной характеристики такой усилитель вносит нелинейные искажения. Ранее рассмотренный  документ е6-4 позволяет по заданной передаточной характеристике  провести спектральный анализ выходного напряжения, рассчитать амплитуду первой и трех высших гармоник, а также коэффициента нелинейных искажений.








10.6. Расчет диодного выпрямителя





Для построения источников электропитания от сети переменного тока широко используются диодные выпрямители -- от простейшего однополупериодного до мостового и многофазных диодных выпрямителей. Их расчет достаточно сложен, поскольку при работе выпрямителя на сглаживающий конденсатор фильтра диоды выпрямителей открыты лишь на часть рабочего полупериода, причем она характеризуется углом отсечки Q. Вычисление угла отсечки возможно только численным методом. Соответствующие расчеты даны в документе е10-6.





В начале документа заданы исходные данные и выполнен расчет угла отсечки (в радианах). Затем задан ряд вспомогательных функций, реализующих расчет выпрямителя хорошо известным методом Терентьева. Расчет завершатся вычислением напряжений и токов силового трансформатора и емкости конденсатора фильтра (по заданному коэффициенту пульсаций Kp). Такой расчет представляет собой пример полностью завершенного расчета достаточно распространенного нелинейного устройства, каким является диодный выпрямитель.








10.7. Моделирование реакции нелинейной системы на гармоническое воздействие





Пусть нелинейная цепь с передаточной характеристикой вида y(x), где x и y могут быть различными величинами (например, токами или напряжениями для электронных схем), находится под воздействием гармонического сигнала. Надо вычислить временную реакцию цепи, т. е. временную зависимость выходного сигнала y(t). Численный метод вычисления реакции описан в [1, 2] и основан на спектральном подходе.





Этот метод реализует документ е10-7. Данные о передаточной характеристике представлены в виде двух векторов X и Y, элементы которых несут значения функции y(x). Для получения плавной зависимости y(x) используется сплайн-интерполяция совместно с параболической экстраполяцией.





В результате вычислений по заданной постоянной составляющей воздействия X0, амплитуде переменной составляющей Xm и числу интервалов разбивки рабочей области передаточной характеристики N вычисляются амплитуды m гармоник и коэффициент гармоник Kg. В конце документа выведена таблица амплитуд гармоник и построены передаточная характеристика и временная зависимость реакции системы. На ней отчетливо видно заметное обрезание верхней части выходного напряжения, обусловленное нелинейностью передаточной характеристики.








10.8. Моделирование нелинейной RC-цепи





Моделирование нелинейных RC-цепей чаще всего реализуется решением дифференциального уравнения, описывающего работу цепи. Документ е10-8 обеспечивает моделирование нелинейной интегрирующей цепи простейшим методом решения дифференциальных уравнений — методом Эйлера. При большом числе точек (50--100) этот метод дает вполне приемлемую в практике погрешность вычислений, а его простота позволяет провести моделирование достаточно быстро. В конце документа приведены графики входного воздействия и реакции цепи.








10.9. Моделирование генератора гармонических колебаний на туннельном диоде





Пусть туннельный диод подключен к источнику постоянного напряжения E через последовательно соединенные резистор R и индуктор L. Пусть далее R и E выбраны так, что рабочая точка туннельного диода находится на падающем участке N-образной ВАХ туннельного диода. Это обстоятельство принципиально важно, поскольку дифференциальная малосигнальная проводимость туннельного диода тогда является отрицательной. Физически это означает, что туннельный диод отдает энергию во внешнюю цепь.





Если учесть емкость C туннельного диода (совместно с емкостью монтажа и нагрузочной емкостью), такая схема будет описываться следующей системой нелинейных дифференциальных уравнений [6, 8]:





� EMBED Equation.2  ���,   � EMBED Equation.2  ���.





Нелинейность этой системы обусловлена тем, что во втором уравнении ток туннельного диода I(u) нелинейно зависит от напряжения на нем и емкости C -- u. Зависимость I(u) есть N-образная вольт-амперная характеристика туннельного диода.





Документ е10-9 позволяет рассчитать переходные процессы при включении рассмотренной схемы таблично заданной N-образной ВАХ туннельного диода.  Она


задается своими табличными значениями -- элементами векторов U и I. N-образная ВАХ получается сплайн-интерполяцией с кубической экстраполяцией. Решение системы дифференциальных уравнений обеспечивается методом Эйлера.





Результаты моделирования в этом документе представлены в двух формах. Первая имеет вид фазового портрета -- положение каждой точки решения отмечается на графике в плоскости ВАХ. Для чисто гармонических колебаний предельный цикл колебаний на фазовой плоскости должен иметь форму эллипса. Его отличие от эллипса небольшое, что, с одной стороны, говорит о заметном влиянии нелинейности, а с другой -- о почти гармоническом характере колебаний. Вторая форма -- временные зависимости напряжения на туннельном диоде и тока в цепи резистора R. Эти зависимости близки к гармоническим.





Следует отметить, что область применения документа е10-9 неизмеримо шире, чем моделирование конкретной схемы генератора на туннельном диоде. Практически с его помощью можно моделировать основную цепь на любом приборе с N- или (-образной ВАХ (например, индуктивный  релаксатор на лавинном транзисторе, генераторы на N- и (-диодах и транзисторах, их аналогах и т. д.). Достаточно лишь задать данные их ВАХ и соответствующие исходные данные. Это относится и к двум следующим документам.








10.10. Моделирование цепи с туннельным диодом в режиме релаксационных автоколебаний





Документ е10-10 почти ничем не отличается от документа е10-9. Отличие лишь в большем значении индуктивности L и меньшем значении емкости C.  Этих отличий, однако, достаточно для существенного изменения режима работы цепи. 





Колебания теперь возникают более резко, фазовый портрет начинается сразу с предельного цикла, форма которого резко отличается от эллиптической. Соответственно, сильно отличаются от гармонической и форма напряжения на туннельном диоде, и форма тока, текущего через резистор R. Колебания при этом относятся к типу релаксационных и возникают сами по себе, без какого-либо внешнего воздействия. Практически после первого цикла колебаний устанавливается их стационарный режим.








10.11. Моделирование ждущего релаксатора на туннельном диоде





Еще более интересные результаты можно получить, используя импульсное питание цепи на туннельном диоде. Тут напряжение питания можно задать зависимостью ei(t) в виде прямоугольного импульса, наложенного на постоянное напряжение -- пьедестал. Напряжение выбирается так, что рабочая точка попадает на первую восходящую ветвь N-образной ВАХ и оказывается стабильной. При этом цепь устойчива и колебания не генерируются. При появлении импульса рабочая точка попадает на падающий участок, и развивается процесс генерации одного полного цикла колебаний. Цепь, таким образом, выполняет функции ждущего релаксационного генератора. Он формирует импульс на выходе только после его запуска входным (запускающим) импульсом.





Документ е10-11 иллюстрирует моделирование ждущего релаксатора на туннельном диоде (или ином приборе с N-образной ВАХ). Нетрудно заметить, что форма одного периода колебаний в ждущем релаксаторе практически аналогична форме колебаний у автоколебательного релаксатора.





Приведенные выше примеры наглядно показывают, что даже незначительное изменение параметров одной и той же цепи на туннельном диоде способно резко (и даже качественно) изменить режимы ее работы. При этом цепь может выполнять практически любую функцию электронного устройства: нелинейного преобразователя, усилителя и генератора гармонических колебаний, автоколебательного и ждущего релаксатора и двухстабильного устройства -- триггера.








Заключение





Итак, мы довольно полно рассмотрели новейшую универсальную математическую систему MathCAD PLUS 6.0 PRO. Приведенные данные убедительно свидетельствуют, что эта система достигла весьма высокого уровня развития: самые изысканные математические возможности здесь сочетаются с естественным и удобным пользовательским интерфейсом и богатыми возможностями графики. 





Означает ли это, что предыдущие версии системы (начиная с версии MathCAD 3.0) потеряли свое значение? Вероятно, нет, по крайней мере до тех пор, пока все еще  много пользователей имеют доступ лишь  к персональным компьютерам с ОЗУ емкостью менее 8 Мбайт. Для многих их них возможности профессиональной версии MathCAD PLUS 6.0 PRO явно избыточны, и их вполне удовлетворит работа с версиями MathCAD 3.0 или 4.0.





Хотелось бы  высказать одно важное пожелание разработчикам системы MathCAD. Было бы очень полезно, чтобы все функции (а не только избранные) символьного ядра системы были доступны, например, с помощью тех же команд, которые содержит система Maple V R3/R4. Эту возможность можно было бы ввести в состав весьма удачно реализованных программных блоков. Трудно даже представить, насколько тогда  возросли бы возможности системы MathCAD, она превратилась бы в одну из самых мощных систем компьютерной алгебры, сохранив свой уникальный математически ориентированный пользовательский интерфейс.





К сожалению, в отличие от самих версий системы MathCAD электронные книги для новой версии системы (PLUS 6.0 PRO) с примерами ее применения у нас крайне дефицитны и мало распространены. А на русском языке их пока практически нет.





Между тем пользователь системы нуждается не только в учебных примерах работы с системой и в знакомстве с ее пользовательским интерфейсом и набором операторов и функций (чему посвящена большая часть настоящей книги), но и в примерах решения реальных и массовых математических и иных задач. Этих примеров все еще явно недостаточно в существующей литературе по системе MathCAD. Заключительная глава этой книги частично устраняет этот пробел. Однако, разработка новых пакетов применений MathCAD и электронных книг остается одной из важнейших задач внедрения систем MathCAD в практику учебных и научно-технических расчетов.
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